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Introduction
Introduction
Ces dernie`res anne´es, de nombreux progre`s ont e´te´ enregistre´s sur le plan de l’analyse
des processus de mise en forme des mate´riaux. Les premie`res contributions concernant la
mode´lisation de la mise en forme ont vu le jour dans les anne´es 70 [14], [32], [71].
Depuis, la simulation nume´rique est devenue un outil tre`s important pour l’e´tude des pro-
cessus industriels de formage. Les logiciels commercialise´s doivent utiliser des algorithmes
ﬁables, en mesure de re´soudre des proble`mes complexes issus de la re´alite´ industrielle.
Dans ce contexte, nous mentionnons l’existence de deux familles importantes de codes de
calcul.
Les codes e´le´ment ﬁnis statiques et dynamiques implicites (Abaqus implicit, Marc implicit,
Forge2©r, Forge3©r, etc.), constituent des outils reconnus pour leur eﬃcacite´ [63]. Toutefois,
pour le traitement de proble`mes tre`s complexes, le temps de calcul peut augmenter de
manie`re signiﬁcative. Suite a` de nombreuses e´tudes les me´thodes implicites atteignent des
possibilite´s de simulation e´leve´es, en particulier graˆce a` des de´veloppements concernant :
l’analyse de sche´mas d’inte´gration temporelle plus pre´cis [8], la mode´lisation du forgeage
en 3D [58], l’estimation de l’erreur et le remaillage adaptatif [76], le remaillage automatique
en 3D [16], [15]. Les logiciels implicites sont adapte´s pour la mode´lisation de tout type de
mate´riaux : viscoplastique, e´lastoplastique, ainsi qu’e´lasto-viscoplastique.
Les codes dynamiques explicites (Abaqus explicit, Marc explicit, Ls-Dyna3D, Pamstamp,
Optris, MSC Superforge, Stampack, etc.) forment la seconde famille importante de codes
de simulation nume´rique. De manie`re ge´ne´rale, une simulation explicite ne demande au-
cune re´solution de syste`me d’e´quations, ce qui repre´sente la caracte´ristique principale de
ces me´thodes. L’algorithme correspondant a` ces me´thodes est simple et, en ge´ne´ral, de-
mande peu de me´moire. Toutefois, ces meˆmes me´thodes sont conditionnellement stables
ce qui implique une limitation du pas de temps [65], [28]. De plus, elle sont parfois moins
ﬁables que les me´thodes implicites a` cause des modiﬁcations artiﬁcielles eﬀectue´es sur les
parame`tres physiques des processus, dans le but d’augmenter le pas de temps [63], [35].
Les me´thodes explicites ont e´te´ d’abord adopte´es pour simuler la mise en forme des pie`ces
minces [25], [41], [43], [64]. Tre`s rapidement elles ont trouve´ des applications pour l’analyse
des comportements des mate´riaux lors des processus de ”crash” de voiture [7]. Plus tard,
leur application a e´te´ e´tendue a` la mode´lisation du formage des pie`ces massives [39], [49],
[47]. Re´cemment, dans le cadre des me´thodes explicites, les eﬀorts se sont concentre´s sur
le de´veloppement de techniques permettant de traiter certains phe´nome`nes de´licats qui
peuvent apparaˆıtre en mise en forme (le retour e´lastique [33], [31], [28], l’apparition des
plis [45], l’inﬂuences des parame`tres - vitesse ou densite´ du mate´riau - sur les re´sultats
obtenus [36], [35]).
Les me´thodes explicites sont employe´es principalement pour l’analyse des mate´riaux e´lasto-
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plastiques [67], [29]. La mise en oeuvre d’une proce´dure viscoplastique comple`tement ex-
plicite semble peu probable, a` cause de l’incompressibilite´ qui doit eˆtre impose´e dans ce
cas de ﬁgure. Ce proble`me peut se re´soudre par une me´thode de pe´nalisation, mais il reste
diﬃcile quand une formulation mixte est envisage´e.
Il est important d’e´tablir dans quelles conditions les codes implicites et explicites peuvent
eˆtre utilise´s pour des applications industrielles. Pour l’instant, le de´bat reste ouvert [55],
[51], [28], [63] en ce qui concerne l’e´valuation des me´thodes explicites et implicites en
termes d’eﬃcacite´, de pre´cision ou de temps de calcul.
Dans ce contexte, notre travail a pour objet principal d’explorer une approche partiellement
explicite (explicite en vitesse et implicite en pression) pour la mode´lisation dynamique du
forgeage a` chaud (mate´riaux viscoplastiques).
Le premier chapitre pre´sente les principales caracte´ristiques des me´thodes explicites et
implicites a` partir de leur description the´orique et des re´sultats nume´riques pre´sents dans
la litte´rature.
Le deuxie`me chapitre se concentre sur la pre´sentation de plusieurs formulations implicites
quasi-statiques et dynamiques : deux d’entre elles sont a` la base des versions standards
de Forge2©r et nous en proposons trois autres, qui seront analyse´es en terme de pre´cision
nume´rique et de leur aptitude a` mieux traiter l’incompressibilite´.
La formulation dynamique partiellement explicite que nous proposons fait l’objet du
troisie`me chapitre. Dans un premier temps, une approche viscoplastique en acce´le´ration/pre-
ssion est pre´sente´e, analyse´e et compare´e avec les formulations implicites expose´e dans le
deuxie`me chapitre. Cette formulation est ensuite e´tendue aux cas e´lasto-viscoplastiques.
Enﬁn, en vu de la simpliﬁer, une nouvelle approche est propose´e. Cette dernie`re permet
de re´soudre le proble`me dynamique uniquement en pression, l’acce´le´ration e´tant calcule´e
explicitement par la suite.
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Chapitre 1
Les me´thodes implicites et
explicites en mise en forme des
mate´riaux
1.1 Introduction
Les me´thodes explicites et implicites repre´sentent des outils importants pour les me´thodes
nume´riques utilise´es dans la re´solution des proble`mes me´caniques.
Initialement, leur application est signale´e dans le cadre de l’inge´nierie civile pour des ana-
lyses concernant le calcul des structures.
Dans ce contexte, il existe des nombreux ouvrages [19], [75], [6], [4] qui portent sur la des-
cription et l’analyse des me´thodes explicites et implicites. Les diﬀe´rents types de sche´mas
appartenant a` chaque famille de me´thodes, leurs caracte´ristiques ge´ne´rales, ainsi que leurs
particularite´s et applications ont fait l’objet de nombreux travaux.
Avec l’e´volution des me´thodes nume´riques et, plus particulie`rement, celle des e´le´ments
ﬁnis [30] a` laquelle nous faisons re´fe´rence, les sche´mas explicites et implicites ont trouve´
des applications pour l’e´tude de phe´nome`nes plus complexes, comme la mise en forme des
mate´riaux [62].
Les proce´de´s de mise en forme comportent des diﬃculte´s (comme le traitement de la
condition d’incompressibilite´, de contact, de l’apparition des plis, du retour e´lastique, les
grandes de´formations de la pie`ce, etc...), qui ne sont pas toujours faciles a` prendre en
compte.
Dans cette optique, les chercheurs n’ont cesse´ d’analyser et de de´velopper les algorithmes
implicites et explicites et leurs applications a` la mode´lisation de processus pre´cis de mise
en forme. Il existe plusieurs formulations e´le´ments ﬁnis pour la mode´lisation des proce´de´s
de mise en forme :
– les formulations en de´placement, les premie`res de´veloppe´es, issues du calcul des struc-
tures e´lastiques,
– les formulations en vitesse, adapte´es plus particulie`rement aux comportements visco-
plastiques, e´lasto-viscoplastiques,
– les formulations mixtes, adopte´es de plus en plus dans les dernie`res anne´es graˆce a` leur
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ﬂexibilite´ pour traiter les contraintes.
Ce premier chapitre a pour but de donner une pre´sentation ge´ne´rale des me´thodes expli-
cites et implicites, couramment utilise´es dans le cadre de la mise en forme.
A cet eﬀet, le proble`me me´canique ge´ne´ral sera e´nonce´ dans le contexte des mate´riaux
e´lastoplastiques , viscoplastiques ou e´lasto-viscoplastiques. La me´thode des e´le´ments ﬁnis
sera ensuite applique´e pour re´aliser la discre´tisation spatiale et ainsi apparaˆıtra la ques-
tion de l’utilisation des sche´mas d’inte´gration nume´rique. Une pre´sentation des me´thodes
explicites et implicites suivra dans le cadre de formulations en de´placement, en vitesse ou
encore mixtes. Leurs caracte´ristiques, ainsi que leurs avantages et inconve´nients seront mis
en e´vidence par plusieurs exemples.
Pour pouvoir contribuer a` e´valuer l’applicabilite´ des ces deux classes de me´thodes a` la
mise en forme des mate´riaux, des re´sultats nume´riques seront expose´s et discute´s dans la
dernie`re partie du chapitre.
1.2 Position du proble`me
Tout d’abord, nous rappelons les notions de base et les notations ne´cessaires pour de´crire
les principaux comportements des mate´riaux utilise´s en mise en forme.
On introduit le tenseur des de´formations E, de´ﬁni comme e´tant :
Eij =
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
+
∂uk
∂xi
∂uk
∂xj
)
(1.1)
ou` u repre´sente le champ de de´placement et x les coordonne´es.
Dans le cas des petites de´formations, le dernier terme est du deuxie`me ordre et peut donc
eˆtre ne´glige´. On retrouve alors les expressions line´arise´es de la de´formation :
εij =
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
(1.2)
Dans le cadre simple de l’e´lasticite´ line´aire, le tenseur des contraintes σ est relie´ a` celui
des de´formations ε par la loi de Hooke :
σ = Deε (1.3)
ou` De repre´sente la matrice d’e´lasticite´.
E´crite par composantes, la relation (1.3) prend la forme suivante :
σij =
∑
k,l
Deijklεkl (1.4)
Pour le cas simple d’un mate´riau isotrope, la matrice D prend la forme particulie`re :
Deijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (1.5)
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ou` δij c’est le symbole de Kroneker et λ et µ sont les coeﬃcients de Lame´.
Pour la mise en forme d’un me´tal a` chaud, qui correspond a` un comportement viscoplas-
tique, la loi de Norton-Hoﬀ est souvent utilise´e :
s(v) = 2K(
√
3ε˙)m−1ε˙(v) (1.6)
ou` v est le champ de vitesse, s est le tenseur de´viateur des contraintes, ε˙ est le tenseur des
vitesses de de´formation de´ﬁni par :
ε˙ij =
1
2
(
∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
)
(1.7)
K est la consistance du mate´riau et m repre´sente la sensibilite´ a` la vitesse de de´formation.
La vitesse de de´formation ge´ne´ralise´e ε˙, intervenant dans (1.6), est de´ﬁnie par :
ε˙ =

2
3
∑
i,j
ε˙2ij(v)


1/2
. (1.8)
La contribution e´lastique peut eˆtre rajoute´e en utilisant une simple de´composition du
tenseur vitesse de de´formation, ce qui se traduit par :
ε˙ = ε˙e + ε˙p (1.9)
ou` ε˙e repre´sente la contribution e´lastique et ε˙p celle plastique ou viscoplastique.
Prenant en compte la de´rive´e objective de Jaumann (note´e
dJσ
dt
), nous pouvons e´crire :
dJσ
dt
= σ˙ − ω˙σ + σω˙ = λtrace(ε˙e)I + 2µε˙e = Deε˙e, (1.10)
ou` I est le tenseur unite´, λ et µ sont les coeﬃcients de Lame´ et ω˙ est de´ﬁni par la relation :
ω˙ij =
1
2
(
∂vi
∂xj
− ∂vj
∂xi
)
. (1.11)
En de´composant la partie e´lastique du tenseur des vitesses de de´formation en une partie
sphe´rique :
θ˙ = trace(ε˙e), (1.12)
et une partie de´viatorique :
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e˙e = ε˙e − 1
3
θ˙I, (1.13)
nous en de´duisons les relations suivantes :
s˙ = 2µe˙e − ω˙σ + σω˙ (1.14)
et
1
3
trace(σ˙) = −p˙ = κ trace(ε˙), (1.15)
ou` κ repre´sente le coeﬃcient de compressibilite´ donne´ par l’expression :
κ = λ +
2
3
µ . (1.16)
En mise en forme d’un me´tal a` froid on utilise une approximation e´lastoplastique de´crite
par les e´quations (1.17), (1.18) en terme d’un crite`re de plasticite´ f .
Nous pouvons distinguer les cas suivants :
- la de´formation est seulement e´lastique si le crite`re de plasticite´ est ne´gatif, c’est a` dire :
ε˙p = 0 si f(σ, εp) < 0 ou si
[
f(σ, εp) = 0 et
∂f
∂σ
: σ˙ < 0
]
(1.17)
- la de´formation est e´lastoplastique si le crite`re de plasticite´ f vaut ze´ro, autrement dit :
ε˙p = λ˙p
∂f
∂σ
si
[
f(σ, εp) = 0 et
∂f
∂σ
: σ˙ ≥ 0
]
. (1.18)
ou` la de´formation plastique e´quivalente εp est de´ﬁnie pas l’expression suivante :
εp =
∫
˙¯εpdt (1.19)
Dans ce dernier cas, le multiplicateur plastique λ˙p est positif et l’e´quation suivante est
ve´riﬁe´e :
∂f
∂σ
: σ˙ +
∂f
∂ε
ε˙ = 0 . (1.20)
Pour les comportements e´lasto-viscoplastiques, nous pouvons e´crire :
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ε˙p =
∂ϕ′
∂σ
, (1.21)
ou` ϕ′ est le potentiel viscoplastique comple´mentaire, de´ﬁni souvent par l’e´quation :
ϕ′(σ) =
m
m + 1
K
〈
σeq −R
K
〉m+1
m
, (1.22)
ou` σeq est la contrainte e´quivalente de´ﬁnie par :
σeq =
√
3
2
s : s (1.23)
Dans ce cas, R repre´sente le crite`re de viscoplasticite´ qui est une fonction de ε (pour les
mate´riaux e´crouissables) .
Dans la relation (1.22), < > repre´sente la partie positive de l’expression et est de´ﬁni
comme :
< x >=
{
0, x < 0
x, x ≥ 0 (1.24)
1.2.1 Le proble`me me´canique
Pour un proble`me me´canique ge´ne´ral, de´ﬁni dans un domaine Ω, l’e´quation d’e´quilibre
dynamique s’e´crit :
div(σ)+ρ(g−γ) = 0 (1.25)
ou` g est la gravite´, ρ la densite´, γ l’acce´le´ration.
La me´thode ge´ne´rale pour re´soudre ce proble`me est clairement de´crite dans la litte´rature
[6], [3], [62]. Nous nous proposons ici de faire un re´sume´ sur les points importants concer-
nant la re´solution d’un tel proble`me et de mettre en e´vidence les diﬀe´rentes situations que
nous pouvons rencontrer. Les formulations en de´placement, en vitesse et mixtes seront
expose´es par la suite.
1.3 Formulations en de´placement
Dans le cas des formulations en de´placement, la loi de comportement s’e´crit sous une
forme qui fait apparaˆıtre le de´placement ou l’incre´ment de de´placement, soit : σ(∆u). En
appliquant le principe des travaux virtuels correspondant a` (1.25), quelque soit le champ
virtuel de de´placement δu, on obtient la formulation inte´grale du proble`me :
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∫
Ω
ργ.δudω −
∫
∂Ω
σn.δudS −
∫
Ω
ρg.δudω +
∫
Ω
σ : ε(δu)dω = 0 (1.26)
Pour arriver a` ce re´sultat, la Formule de Green est utilise´e :
∫
Ω
div(σ).δudω =
∫
∂Ω
σn.δudS −
∫
Ω
σ : ε(δu)dω (1.27)
1.3.1 Discre´tisation spatiale
La proce´dure de ”semi-discre´tisation” (i.e. la discre´tisation spatiale) e´le´ments ﬁnis consiste,
en ge´ne´ral, a` diviser le domaine Ω en e´le´ments Ωe. Ensuite, sur chaque e´le´ment, les champs
des vecteurs qui nous inte´ressent sont approxime´s a` l’aide des fonctions de forme Nn(ξ) et
des valeurs nodales.
Suivant ce principe, dans la suite, nous allons conside´rer la forme discre´tise´e xh du vecteur
des coordonne´es x :
xh =
Nbnoe∑
n=1
XnNn , (1.28)
en notant Nn(ξ) et Xn(t) par Nn et Xn, pour des raisons de lisibilite´.
En utilisant des e´le´ments ﬁnis isoparame´triques [20], [30], [62] le vecteur de´placement peut
s’e´crire :
uh =
Nbnoe∑
n=1
UnNn , (1.29)
Nous nous plac¸ons dans le cadre d’une repre´sentation lagrangienne, alors la vitesse d’un
point mate´riel n’est autre que la vitesse de de´placement, c’est a` dire :
du(x, t)
dt
=
∂u(x, t)
∂t
= v(x, t) (1.30)
Dans ce contexte, les vecteurs vitesse et acce´le´ration peuvent s’e´crire :
vh =
Nbnoe∑
n=1
VnNn (1.31)
γh =
Nbnoe∑
n=1
ΓnNn (1.32)
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Dans ce meˆme contexte, le tenseur des de´formations line´arise´ s’e´crit sous la forme :
ε˙(uh) =
Nbnoe∑
n=1
UnBn (1.33)
ou` Bn est de´ﬁni par l’expression :
Bijkn =
1
2
(
∂Nn
∂xj
δik +
∂Nn
∂xi
δjk
)
. (1.34)
Avec cette discre´tisation l’e´quation (1.26) devient :
∫
Ω
ργhNndω −
∫
∂Ω
σhnNndS −
∫
Ω
ρgNndω +
∫
Ω
σh : Bndω = 0 (1.35)
Cette dernie`re e´quation peut s’e´crire sous la forme symbolique :
CΓ−F ext+F int = 0 (1.36)
ou` C repre´sente la matrice de masse dont les composantes sont de´ﬁnies par :
Cjmin = δij
∫
Ω
ρNmNndω ,
F ext =
∫
∂Ω
σhnNndS +
∫
Ω
ρgNndω repre´sente la force exte´rieure et
F int =
∫
Ω
σh : Bndω repre´sente la force inte´rieure.
1.3.2 Discre´tisation temporelle
Jusqu’a` maintenant nous avons de´crit le proble`me me´canique, ainsi que des premie`res
e´tapes de la me´thode des e´le´ments ﬁnis applique´e a` la re´solution de ce proble`me.
Nous sommes arrive´s a` un syste`me d’e´quations diﬀe´rentielles ordinaires en temps (1.36).
Pour le re´soudre, le temps sera divise´ en intervalles ∆t (suppose´s constants ici) et sur
chaque intervalle les variations des coordonne´es, des vitesses et des acce´le´rations vont eˆtre
de´ﬁnies a` l’aide des sche´mas nume´riques.
Nous pouvons mentionner qu’il existe de nombreux sche´mas d’inte´gration nume´rique [19],
[6], [3]. Dans la suite, nous allons montrer quelques exemples applique´s dans le cadre de
la mise en forme.
a ) Me´thodes implicites
Cas quasi-statique
La plupart des proce´de´s de mise en forme de mate´riaux appartiennent a` la cate´gorie
des processus quasi-statiques. Autrement dit, l’inertie peut eˆtre ne´glige´e sachant qu’elle
apporte une contribution a` l’e´nergie du syste`me infe´rieure a` 1%.
11
1.3 Formulations en de´placement
Dans ces cas de ﬁgure, le proble`me peut s’e´crire a` t+∆t sous la forme symbolique (1.37)
re´sultant de (1.36) :
R(U t+∆t, Xt+∆t) = 0 (1.37)
Dans le cadre de la mise en forme, le syste`me (1.37) est, en ge´ne´ral, non-line´aire. La
me´thode est donc dite implicite car la re´solution d’un syste`me est ne´cessaire. La me´thode
de Newton-Raphson est souvent utilise´e pour la re´solution.
Pour le calcul de la vitesse un sche´ma implicite d’inte´gration temporelle [19], [6], [3] peut
eˆtre conside´re´ :
V t+∆t =
U t+∆t − U t
∆t
(1.38)
Dans le cadre des petits de´placements, petites de´formations, la conﬁguration spatiale est
suppose´e rester toujours la meˆme, donc il n’est pas question de re´actualisation des co-
ordonne´es. Par contre, la mise en forme, a` laquelle nous nous inte´ressons, concerne des
grands de´placements et des grandes de´formations, et, par conse´quent, il est ne´cessaire de
re´actualiser les coordonne´es a` chaque incre´ment.
La re´actualisation des coordonne´es sera faite selon la relation :
Xt+∆t = Xt+U t+∆t (1.39)
ou` par U t+∆t est note´ le de´placement entre t et t +∆t.
Dans ce cas, le proble`me (1.37) est plus complexe :
R(Xt+U t+∆t, U t+∆t) = 0 (1.40)
Une possibilite´ pour re´soudre (1.40) consiste a` supposer que la conﬁguration reste la meˆme
pendant tout l’incre´ment (t, t +∆t). Dans ce cas, le proble`me devient :
R(Xt, U t+∆t) = 0 (1.41)
et les non-line´arite´s dues a` la ge´ome´trie sont e´vite´es. Par contre, la pre´cision diminue.
Pour une approche plus pre´cise nous pouvons supposer que la conﬁguration change au cour
de l’incre´ment, mais qu’elle reste la meˆme pendant chaque ite´ration de Newton-Raphson.
En conse´quence, la re´actualisation des coordonne´es sera faite au de´but de chaque ite´ration
k de Newton-Raphson selon :
(Xt+∆t)(k) = Xt + (U t+∆t)(k−1) (1.42)
Cette approximation pre´sente l’inconve´nient de pouvoir ralentir la convergence de la
me´thode Newton-Raphson.
Pour une re´solution pre´cise, il faudrait calculer des de´rive´es de domaine, proce´de´ qui rend
la me´thode complique´e.
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Cas dynamique
Quand l’inertie est prise en compte, cas associe´s aux proce´de´s de mise en forme a` grande
vitesse (le ”crash”, qui peut eˆtre assimile´ a` un proce´de´ de mise en forme, entre bien dans
cette cate´gorie), le proble`me s’e´crit sous la forme symbolique :
C(Xt+∆t)Γt+∆t+R(U t+∆t, Xt+∆t) = 0 (1.43)
Un sche´ma de type Newmark peut eˆtre applique´ :
U t+∆t = U t +∆tV t +∆t2((
1
2
− b)Γt + bΓt+∆t) (1.44)
V t+∆t = V t +∆t((1− a)Γt + aΓt+∆t) (1.45)
ou` a et b sont des parame`tres nume´riques.
Ces sche´mas sont d’ordre 2 si est seulement si le parame`tre a = 12 [6].
Plusieurs sche´mas bien connus dans la litte´rature appartiennent a` la famille de sche´mas
Newmark. Parmi ceux-ci nous mentionnons :
a. le sche´ma de type acce´le´ration moyenne
Ce sche´ma correspond aux valeurs a = 12 et b =
1
4 . C’est un sche´ma implicite et incon-
ditionnellement stable [19], [6], [3]. C’est un des sche´mas les plus souvent utilise´s dans le
calcul des structures.
b. le sche´ma de type acce´le´ration line´aire
Dans ce cas, a = 12 et b =
1
6 . C’est un sche´ma implicite et conditionnellement stable [19],
[6], [3].
c. le sche´ma de type Fox-Goodwin
Cette me´thode conside`re a = 12 et b =
1
12 . C’est un sche´ma implicite et conditionnellement
stable. Applique´e au proble`me (1.36) cette me´thode est d’ordre 4 [6].
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Nous remarquons que les me´thodes correspondant aux cas b et c sont implicites et condi-
tionnellement stables, ce qui paraˆıt un inconve´nient (en terme de temps de calcul) par
rapport aux me´thodes implicites inconditionnellement stables.
Pour illustrer l’application de ce sche´ma au proble`me (1.36), conside´rons le cas des me´thodes
en acce´le´ration moyenne. Alors, les e´quations (1.44) et (1.45) deviennent :
U t+∆t = U t +∆tV t +
1
4
∆t2(Γt + Γt+∆t) (1.46)
V t+∆t = V t +
1
2
∆t(Γt + Γt+∆t) (1.47)
De ces relations, on de´duit :
U t+∆t = U t +
1
2
∆t(V t + V t+∆t) (1.48)
Dans ce contexte, nous allons e´crire l’e´quation (1.36) a` l’instant t +∆t :
C(Xt+∆t)Γt+∆t + R(Xt+∆t, U t+∆t) = 0 (1.49)
Dans cette dernie`re e´quation, en remplac¸ant Γt+∆t par la valeur re´sultant de l’expression
(1.46), on obtient le syste`me :
4
∆t2
C(Xt+∆t)U t+∆t + R(Xt+∆t, U t+∆t)− C(Xt+∆t)( 4
∆t2
U t +
4
∆t
V t + Γt) = 0
(1.50)
Comme dans le cas quasi-statique, il est ne´cessaire de re´actualiser les coordonne´es a` chaque
incre´ment. La re´actualisation des coordonne´es sera faite alors selon le relation (1.39).
Cette re´actualisation pose le meˆme genre de proble`mes que dans le cas quasi-statique,
donc nous pouvons faire les meˆmes remarques concernant la re´solution du proble`me dans
cette situations plus complexe.
Un autre exemple de sche´ma implicite est le sche´ma de type Houbolt, c’est un sche´ma
d’ordre 2 [6], [4]. Dans ce sche´ma, l’acce´le´ration et la vitesse sont approche´es en terme de
de´placement, par les expressions :
Γt+∆t =
1
∆t2
(2U t+∆t − 5U t + 4U t−∆t − U t−2∆t) (1.51)
V t+∆t =
1
6∆t
(11U t+∆t − 18U t + 9U t−∆t − 2U t−2∆t) (1.52)
Pour obtenir la solution a` t +∆t il faut conside´rer l’e´quation (1.36) a` l’instant t +∆t, ce
qui nous conduit a` :
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2
∆t2
C(Xt+∆t)U t+∆t + R(Xt+∆t, U t+∆t)− 1
∆t2
C(Xt+∆t)(5U t − 4U t−∆t + U t−2∆t)
(1.53)
Nous remarquons que pour de´terminer la solution U t+∆t il est ne´cessaire de connaˆıtre
U t, U t−∆t et U t−2∆t. En connaissant U0, V 0 et Γ0, U∆t et U2∆t peuvent eˆtre calcule´s
utilisant des proce´dures particulie`res. L’application d’une me´thode explicite pour ce calcul
d’initialisation est une possibilite´ [3].
b ) Me´thodes explicites
De manie`re ge´ne´rale, quand une me´thode explicite est utilise´e, l’e´quation (1.36) est e´crite
a` l’instant t et on cherche a` trouver la solution sans avoir a` re´soudre aucun syste`me. Dans
ce but, la matrice de masse C est rendue diagonale par des proce´dures que nous de´crivons
brie`vement ci-dessous et, en conse´quence, le calcul de l’acce´le´ration est imme´diat.
Cette proce´dure sera re´sume´e par la suite.
Le sche´ma le plus souvent utilise´e pour la re´solution de (1.36) est la me´thode des diﬀe´rences
ﬁnies centre´es.
On remarque que si dans le cas ge´ne´ral des sche´mas de type Newmark nous prenons b = 0
et a = 12 , alors nous retrouvons le sche´ma des diﬀe´rences ﬁnies centre´es. Pour ce sche´ma
l’acce´le´ration est conside´re´e comme e´tant :
Γt =
V t+
∆t
2 − V t−∆t2
∆t
(1.54)
ou` V t+
∆t
2 et V t−
∆t
2 sont de´ﬁnis, en fonction des de´placements, par les expressions :
V t+
∆t
2 =
U t+∆t − U t
∆t
(1.55)
V t−
∆t
2 =
U t − U t−∆t
∆t
(1.56)
ce qui sert a` e´tablir une relation entre l’acce´le´ration et le de´placement :
Γt =
U t+∆t − 2U t + U t−∆t
∆t2
(1.57)
Si pour la vitesse V t est adopte´e l’expression :
V t =
V t+
∆t
2 + V t−
∆t
2
2
(1.58)
alors, en utilisant encore une fois les relations (1.55) et (1.56), on obtient :
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V t =
U t+∆t − U t−∆t
2∆t
(1.59)
En introduisant l’expression (1.57) dans la forme (1.36) du proble`me nous pouvons e´crire :
1
∆t2
C U t+∆t + R(Xt, U t)− 1
∆t2
C(2U t − U t−∆t) = 0 (1.60)
Dans ces conditions, a` chaque instant t, nous pouvons calculer U t+∆t :
U t+∆t = ∆t2C−1R(Xt, U t) + 2U t − U t−∆t (1.61)
La matrice de masse est diagonalise´e, ce qui rend la re´solution de l’e´quation (1.61) encore
plus facile.
On observe que, a` chaque instant t, le calcul du terme U t+∆t implique la connaissance
de U t et de U t−∆t. Par conse´quent, cette me´thode demande une proce´dure particulie`re
pour les initialisations. Si l’on suppose connus U0 et V 0, alors Γ0 re´sulte directement de
l’e´quation (1.36). Ensuite, en utilisant les relations (1.57) et (1.59) nous allons en de´duire :
U−∆t = U0 −∆tV 0 + ∆t
2
2
Γ0 (1.62)
Concernant la re´actualisation des coordonne´es, on utilise les meˆmes formules, (1.39), que
pour les me´thodes implicites. Par contre, dans cette situation nous ne rencontrerons pas les
meˆmes diﬃculte´s, car le proble`me est conside´re´ a` l’instant t, pour lequel la conﬁguration
est connue. Donc, aucune complication lie´e a` la re´actualisation des coordonne´es n’apparaˆıt.
En ge´ne´ral, les me´thodes explicites sont conditionellement stables, ce qui signiﬁe que le
pas de temps ∆t ne peut pas de´passer une certaine limite, note´e habituellement ∆tcr.
Quelques notions ge´ne´rales concernant la condition de stabilite´ seront expose´es dans la
suite.
Le fait que le pas de temps doive eˆtre infe´rieur a` une certaine valeur implique l’utilisation
de pas de temps assez petits lors de la re´solution. En conse´quence, la solution du proble`me
est trouve´e apre`s un grand nombre d’incre´ments.
Dans la suite, nous discuterons certaines particularite´s des me´thodes explicites.
La condensation de la matrice de masse (”Mass lumping”)
Il existe plusieurs techniques utilise´es dans ce sens [11]. D’abord, nous allons exposer la
proce´dure classiquement employe´e.
Soit C = (Cimjn) la matrice de masse associe´e au proble`me. En sommant les e´le´ments de
chaque ligne et en remplac¸ant le terme diagonal par le re´sultat, on obtient une matrice
LC dite condense´e, qui a la forme suivante :
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LCimjn = δnmδij
Nbnoe∑
q=1
Cimjq (1.63)
ou` l’indice L vient du mot anglais ”lumping” qui signiﬁe condensation.
Une autre technique de diagonalisation est re´sume´e par les deux relations qui suivent :
LCimim = Cimimα (1.64)
ou` α est donne´ par la formule :
α =
∑
imjq Cimjq∑
im Cimim
(1.65)
L’utilisation d’une telle me´thode pour diagonaliser la matrice de masse du proble`me est
une caracte´ristique des codes base´s sur les me´thodes explicites.
La condition de stabilite´
Les sche´mas explicites sont, en ge´ne´ral, conditionnellement stables [4], [54], [73], [44]. La
condition de stabilite´ porte sur le pas de temps qui est impose´ infe´rieur a` une valeur dite
”critique” ∆tcr.
Le temps critique ∆tcr est lie´ a` la vitesse de propagation du son c et a` la taille de maille
∆x par la formule ge´ne´rale de Courant - Friedrichs - Lewy [21] :
∆t ≤ ∆tcr = ∆x
c
. (1.66)
Pour un mate´riau e´lastoplastique ou e´lasto-viscoplastique la formule pre´ce´dente devient
[65] :
∆t <
∆x√
E
ρ
(1.67)
ou` E est le module d’Young du mate´riau conside´re´ et ρ la masse volumique. Cette dernie`re
formule est issue de la the´orie de propagation d’ondes e´lastiques dans un mate´riau (dans
un cas de choc, par exemple).
Pour donner un exemple, nous conside´rons un acier a` froid avec ρ = 7800 kg/m3 et
E = 200 GPa. Si la taille de maille est de ∆x = 0.01 m alors ∆tcr ≈ 2 · 10−6 ce qui
implique un grand nombre d’incre´ments (5000) lors de la simulation nume´rique pour un
proble`me de type mise en forme ou` le temps de l’ope´ration est de l’ordre de 0.01 s.
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Dans le but de diminuer le nombre d’incre´ments, deux strate´gies peuvent eˆtre utilise´es. La
premie`re consiste a` modiﬁer la physique du mate´riau [63], en augmentant la masse volu-
mique du mate´riau. La deuxie`me technique propose d’acce´le`rer artiﬁciellement le proce´de´,
en imposant a` l’outil une vitesse plus grande [55], [63].
Une augmentation de deux ordres de grandeur pour la densite´ (ρ × 100) acce´le`re le pro-
cessus d’un ordre de grandeur (v × 10).
Ge´ne´ralement, les chercheurs conside`rent que ces modiﬁcations n’inﬂuencent pas signiﬁ-
cativement la validite´ de la solution [36], [35], [50] mais cela n’est pas toujours conforme a`
la re´alite´ [63].
L’eﬀet sablier
Dans l’imple´mentation de presque toutes les me´thodes e´le´ments ﬁnis, les inte´grales de´ﬁni-
ssant la matrice de rigidite´ sont e´value´es en utilisant des formules nume´riques de quadra-
ture.
Au cours des dernie`res anne´es, les me´thodes de sous-inte´gration (i.e. inte´gration nume´rique
a` l’aide d’un seul point d’inte´gration) ont e´te´ utilise´es pour re´duire le temps de calcul
ne´cessaire a` la de´termination de la solution nume´rique d’un proble`me dynamique non
line´aire.
Les me´thodes de sous-inte´gration pre´sentent l’inconve´nient d’introduire des matrices de ri-
gidite´ singulie`res [34]. Cela correspond a` la juxtaposition de modes parasites sur le mode de
mouvement de corps rigides. On peut en eﬀet ge´ne´rer des modes d’e´nergie nulle provoquant
un phe´nome`ne appele´ l’eﬀet sablier [27] terme graphique lie´ aux oscillations produites sur
la solution. Pour e´liminer ces diﬃculte´s une possibilite´ est de calculer la matrice de rigidite´
par sous-inte´gration [22], [6]. Ensuite, une matrice de stabilisation e´liminant totalement
les instabilite´s est rajoute´e .
1.4 Formulations en vitesse
Les formulations en vitesse sont apparues dans le contexte des mate´riaux newtoniens
ou viscoplastiques ou` le tenseur des contraintes est exprime´ en fonction de la vitesse.
Au de´part, elles e´taient applique´es pour des proble`mes stationnaires [13], [53], [71], mais
ensuite ont e´te´ e´tendues a` des proble`mes instationnaires, comme le forgeage [32], [10], [46].
Ces approches ont e´te´ ge´ne´ralise´es par la suite aux cas e´lasto-viscoplastiques [38], [40].
En appliquant le principe des puissances virtuelles correspondant a` (1.25), quelque soit le
champ virtuel de vitesse v∗, on obtient la formulation inte´grale du proble`me :
∫
Ω
ργ.v∗dω −
∫
∂Ω
σn.v∗dS −
∫
Ω
ρg.v∗dω +
∫
Ω
σ : ε˙(v∗)dω = 0 (1.68)
Une formule e´quivalente a` (1.27) est aussi utilise´e dans ce cas.
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1.4.1 Discre´tisation spatiale
Dans le cadre des formulations en vitesse les coordonne´es, les vitesses et les acce´le´rations
sont discre´tise´es selon les formules (1.28), (1.31), (1.32). Le tenseur des vitesses de de´formation
s’e´crit sous la forme :
ε˙(vh) =
Nbnoe∑
n=1
VnBn (1.69)
ou` Bn est de´ﬁni par (1.34).
Avec cette discre´tisation le proble`me dynamique prend une forme e´quivalente a` (1.35),
avec σ ade´quat au cas actuel. La re´solution suit le meˆme algorithme ge´ne´ral de´ja` vu dans
le cas des formulations en de´placement.
1.4.2 Discre´tisation temporelle
Pour la discre´tisation temporelle des sche´mas implicites et explicites peuvent eˆtre utilise´s.
Quelques exemples seront pre´sente´s par la suite.
a ) Me´thodes implicites
Cas quasi-statique
Notre attention sera concentre´e d’abord sur les proble`mes quasi-statiques. Dans ces cas de
ﬁgure, le proble`me peut s’e´crire , a` t +∆t, sous la forme symbolique :
R(Xt+∆t, V t+∆t) = 0 (1.70)
Le calcul du vecteur vitesse V t+∆t demande la re´solution d’un syste`me (line´aire ou non
line´aire) re´sultant de (1.70), la me´thode est donc implicite.
Pour la re´actualisation des coordonne´es, dont nous avons besoin dans la mise en forme,
nous pouvons utiliser, par exemple, un sche´ma d’Euler explicite [62] :
Xt+∆t = Xt +∆tV t (1.71)
Si, maintenant, nous conside´rons un sche´ma implicite pour la re´actualisation des coor-
donne´es :
Xt+∆t = Xt +∆tV t+∆t (1.72)
alors, le proble`me devient plus complique´ [11] :
R(Xt+∆tV t+∆t, V t+∆t) = 0 (1.73)
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Dans ce cas nous retrouvons la meˆme situation rencontre´e dans le cadre des formulations
en de´placement.
Une premie`re possibilite´ est de conside´rer que la conﬁguration reste la meˆme pendant tout
un incre´ment. Cela est e´quivalent au cas (1.71).
Une deuxie`me possibilite´ est de supposer que :
Xt+∆t(k) = Xt +∆tV t+∆t(k−1) (1.74)
pour chaque ite´ration k de la me´thode de Newton-Raphson [8].
C’est une approximation qui peut de´terminer une convergence moins rapide de la me´thode
Newton-Raphson.
Pour une meilleure pre´cision, il faudrait calculer une de´rive´e de domaine ce qui compliquera
la re´solution et augmentera le temps de calcul .
Bien e´videmment, il existe plusieurs sche´mas propose´s dans la litte´rature pour l’analyse
implicite des processus de mise en forme quasi-statiques. Nous avons montre´ ci-dessus deux
exemples assez classiques mettant en e´vidence des aspects qui caracte´risent les me´thodes
implicites utilise´es pour les formulations en vitesse.
Cas dynamique
Quand l’inertie est prise en compte, on peut e´crire les e´quations a` la ﬁn de l’incre´ment,
soit :
CΓt+∆t+R(Xt+∆t, V t+∆t) = 0 . (1.75)
Une proce´dure qui peut s’appliquer pour re´soudre le proble`me (1.75) consiste a` prendre en
compte un sche´ma de type Newmark, (1.45) pour les vitesses et (1.44) pour les coordonne´es
[11].
Ce sche´ma est comple`tement implicite, car les coordonne´es et les vitesses sont exprime´es
en fonction de l’inconnue Γt+∆t. L’utilisation d’un tel sche´ma implique certaines compli-
cations, de meˆme type que celles qui apparaissent dans le deuxie`me sche´ma quasi-statique
pre´sente´ ante´rieurement.
Un sche´ma de ce type pour a = 12 et b =
1
6 a e´te´ utilise´ pour l’analyse des cas viscoplastiques
[1].
Un autre exemple de sche´ma implicite qui peut s’appliquer pour re´soudre le proble`me
dynamique est le sche´ma de type Houbolt. A partir des formules (1.51), (1.52) e´crites
pour X a` la place de U , nous pouvons en de´duire les expressions :
Xt+∆t =
∆t2
2
Γt+∆t + 5Xt − 2Xt−∆t + 1
2
Xt−2∆t (1.76)
V t+∆t =
∆t
3
Γt+∆t +
1
6∆t
(
7Xt+∆t − 8Xt + Xt−∆t) (1.77)
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aﬁn de re´soudre le proble`me (1.75). Nous rencontrons le meˆme type de complications lie´es
a` la re´actualisation du domaine.
b ) Me´thodes explicites
Pour le cas des formulations en vitesse l’e´quation (1.36) est conside´re´e, a` l’instar de la
plupart des me´thodes explicites, a` l’instant t [62]. La matrice de masse C est diagonalise´e,
ce qui implique le calcul de l’acce´le´ration est imme´diat, conforme´ment a` la relation :
Γt = −C−1R(Xt, V t) (1.78)
en supposant connues les coordonne´es Xt et les vitesses V t.
Pour leur re´actualisation, ainsi que pour celle des vitesses sont applique´s des sche´mas
explicites. Un exemple de sche´ma explicite qui peut eˆtre applique´ au proble`me (1.78) est
introduit par les expressions suivantes :
Xt+∆t = Xt +∆tV t +
∆t2
2
Γt (1.79)
V t+∆t = V t +∆tΓt (1.80)
1.5 Formulations mixtes
Les approches en de´placement ou en vitesse e´taient les plus souvent utilise´es dans le passe´
pour des applications pratiques, pour la simple raison qu’elles e´taient plus e´conomiques.
Ne´anmoins, les formulations mixtes sont plus pre´cises [72], [4], [62] que les me´thodes
de pe´nalisation pour la prise en compte de contraintes (incompressibilite´, contact, par
exemple).
Si une formulation mixte est envisage´e, alors, les inconnues seront, par exemple, le de´place-
ment et le tenseur des contraintes. Nous ne pre´senterons pas ce type de formulation dans
le cadre de cette e´tude. Le lecteur inte´resse´ trouvera une description de ces approches dans
[4], [62].
Quand nous nous plac¸ons dans le cas des mate´riaux viscoplastiques, pour lesquels nous
devons imposer une condition d’incompressibilite´ ou de quasi-incompressibilite´, alors, nous
conside´rons une formulation mixte en vitesse et pression.
Si nous conside´rons le cadre des formulations en de´placement, nous pouvons mentionner
l’existence des approches mixtes u/p (de´placement/pression) [72]. D’un autre coˆte´, a` partir
des formulations en vitesse, nous trouvons les formulations mixtes v/p (vitesse/pression).
Ces dernie`res feront le sujet de notre pre´sentation.
Dans le proble`me me´canique (1.25), nous prenons en compte la de´composition du tenseur
des contraintes en tenseur de´viateur des contraintes s et en pression p, conforme´ment a` la
relation :
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σ = s− pI (1.81)
ou` la pression est de´ﬁnie par :
p = −1
3
trace(σ) (1.82)
La condition d’incompressibilite´ est exprime´e par :
div(v) = 0 (1.83)
Dans le cas quasi-statique le proble`me s’e´crit sous la forme inte´grale suivante :


∫
∂Ω
σn.v∗dS −
∫
Ω
s : ε˙(v∗)dω +
∫
Ω
p.div(v∗)dω = 0
∫
Ω
div(v).p∗dω = 0
(1.84)
quelque soient les champs de vitesse et de pression v∗ et p∗.
Si le cas dynamique est conside´re´, alors l’incompressibilite´ peut s’exprimer en fonction de
l’acce´le´ration selon la formule :
div(γ)− ∂v
∂x
· ∂v
∂x
= 0 . (1.85)
Cette formule est obtenue a` partir (1.83) en la diﬀe´rentiant par rapport au temps (de´tails
en Annexe B).
La forme inte´grale du proble`me dynamique correspond a` :


∫
Ω
ργ.v∗dω −
∫
∂Ω
σn.v∗dS −
∫
Ω
ρg.v∗dω +
∫
Ω
s : ε˙(v∗)dω −
∫
Ω
p.div(v∗)dω = 0
∫
Ω
div(γ).p∗dω −
∫
Ω
trace
(
∂v
∂x
· ∂v
∂x
)
.p∗dω = 0 .
(1.86)
1.5.1 Discre´tisation spatiale
Les coordonne´es, les vitesses et les acce´le´rations, ainsi que le tenseur des vitesses de
de´formation sont discre´tise´es avec les formules (1.28), (1.31), (1.32), (1.69) et les pres-
sions sont approxime´es par :
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ph =
Nbnoe∑
n=1
PnMn . (1.87)
ou` Mn est une fonction d’interpolation compatible.
Alors, le proble`me devient :


∫
Ω
ργh.Nndω +
∫
Ω
s(vh) : Bndω −
∫
∂ΩC
τh.NndS −
∫
Ω
ph.tr(Bn)dω = 0
−
∫
Ω
div(γh).Mmdω +
∫
Ω
trace
(
∂vh
∂x
· ∂vh
∂x
)
.Mmdω = 0 .
(1.88)
La forme symbolique s’e´crit :


C(X)Γ + RΓ(X,V ) + D(X)P = 0
TD(X)Γ + RP (X,V ) = 0 .
(1.89)
1.5.2 Discre´tisation temporelle
Dans le cas des formulation mixtes, la re´solution du proble`me peut employer les me´thodes
implicites aussi bien que celles explicites. Par la suite, une pre´sentation des deux types de
me´thodes est propose´e.
a ) Me´thodes implicites
Cas quasi-statique
Conside´rons, d’abord le cas quasi-statique :


RΓ(X,V ) + D(X)P = 0
TD(X)V = 0 .
(1.90)
alors, le raisonnement fait pour la formulation en vitesse est le meˆme que dans le cas de
la formulation mixte. Nous conside´rerons le meˆme type de sche´mas. Ensuite, la me´thode
de Newton-Raphson est employe´e pour re´soudre le syste`me en vitesse et pression. Les
diﬃculte´s rencontre´es dans le cas de la formulation en vitesse pour le sche´ma (1.72) seront
retrouve´es dans la formulation mixte correspondante.
Cas dynamique
Pour le cas dynamique (1.89) nous remarquons l’existence de trois inconnues : la vitesse, la
pression et l’acce´le´ration. Alors, il est ne´cessaire d’utiliser une relation entre l’acce´le´ration
et la vitesse.
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Une possibilite´ est d’exprimer l’acce´le´ration a` l’aide d’un sche´ma du type suivant :
γt ∼= v
t − vt−∆t
∆t
. (1.91)
De cette manie`re, le proble`me aura comme inconnues seulement la vitesse et la pression :


C(Xt)
(
V t − V t−∆t
∆t
)
+ RΓ(Xt, V t) + D(Xt)P t = 0
TD(Xt)V t = 0 .
(1.92)
Pour la re´actualisation des coordonne´es nous pouvons conside´rer un sche´ma de type (1.79).
La solution du proble`me est trouve´e en re´solvant un syste`me. Pour cette raison la me´thode
propose´e est implicite. D’autres sche´mas seront pre´sente´s dans le chapitre 2.
b ) Me´thodes explicites
Nous mentionnons, que l’e´tat actuel des techniques, ne permet gue`re d’envisager une
re´solution comple`tement explicite du proble`me (1.89). En eﬀet, pour une telle re´solution il
faudrait diagonaliser non seulement la matrice de masse C, mais aussi la matrice D issue
de la condition d’incompressibilite´. Dans ce cas de ﬁgure, l’incompressibilite´ ne serait plus
correctement impose´e.
Une formulation partiellement explicite est propose´e dans un premier temps [60]. Dans ce
sens l’e´quation d’incompressibilite´ est exprime´e en fonction de l’acce´le´ration, conforme´ment
a` la relation (1.85).
Utilisant le raisonnement habituel, avec les formules de discre´tisation (1.28), (1.31), (1.32)
et (1.87) pour les coordonne´es, les vitesses, les acce´le´rations et les pressions, nous trouvons
la forme symbolique :


C(Xt)Γt + D(Xt)P t = −RΓ(Xt, V t)
TD(Xt)Γt = −RP (Xt, V t) .
(1.93)
La re´actualisation des coordonne´es et des vitesses sera faite selon les sche´mas explicites
(1.79), (1.80).
Ce nouveau proble`me est re´solu en acce´le´ration et pression. L’avantage par rapport au
me´thodes implicites, pre´sente´es avant, est que dans ce cas le syste`me a` re´soudre est line´aire,
donc la me´thode de Newton-Raphson n’est pas utilise´e. Cette me´thode sera pre´sente´e en
de´tail dans le chapitre 3.
Une fac¸on encore ”plus explicite” de calculer la solution du proble`me (1.93) peut se re´sumer
en trois grandes e´tapes :
– de la premie`re e´quation de (1.93), ou` la matrice de masse C est diagonalise´e, l’acce´le´ration
est calcule´e en fonction de la pression :
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Γt = −LC−1[RΓ(Xt, V t) + D(Xt)P t] (1.94)
– la relation (1.94) est introduite dans la deuxie`me e´quation de (1.93) et un syste`me
syme´trique en pression est obtenu :
TDLC−1D(Xt)P t +T DLC−1RΓ(Xt, V t)−RP (Xt, V t) = 0 (1.95)
– une fois le syste`me (1.95) re´solu, l’acce´le´ration est calcule´e par (1.94)
Pour la re´actualisation des variables nous prendrons en compte les meˆmes formules que
dans le cas pre´ce´dent.
1.6 Conclusion concernant les me´thodes implicites et ex-
plicites
Pour donner une approche plus ge´ne´rale des ide´es pre´sente´es ante´rieurement, nous allons
re´sumer un quelques lignes les caracte´ristiques les plus importantes des me´thodes explicites
et implicites.
Les me´thodes explicites :
1. Le sche´ma d’inte´gration temporelle est explicite. L’e´tat du proble`me a` la ﬁn de
l’incre´ment est calcule´ seulement a` l’aide de celui du de´but de l’incre´ment ou des incre´ments
pre´ce´dents.
2. La re´solution du proble`me a` chaque pas de temps est peu couˆteuse (aucune re´solution
de syste`me n’est ne´cessaire quand la matrice de masse est condense´e).
3. La me´thode est conditionnellement stable, ce qui implique l’utilisation de pas de temps
assez petits.
Remarques
a. En ge´ne´ral, les me´thodes explicites sont rapides a` imple´menter, graˆce a` la simplicite´ de
l’algorithme.
b. Les me´thodes explicites demandent moins de place me´moire et disque, en comparaison
aux me´thodes implicites.
c. Les modiﬁcations des parame`tres concernant la condition de stabilite´ peuvent inﬂuen-
cer fortement les re´sultats. Des perturbations non souhaite´es apparaissent quand les pa-
rame`tres sont trop modiﬁe´s.
Les me´thodes implicites :
1. Le sche´ma d’inte´gration temporelle est implicite. L’e´tat du proble`me a` la ﬁn de
l’incre´ment est calcule´ non seulement a` l’aide de celui du de´but de l’incre´ment ou des
incre´ments pre´ce´dents mais aussi de l’e´tat a` la ﬁn de l’incre´ment, qui est inconnu.
2. La re´solution du proble`me est couˆteuse car elle implique la re´solution d’un syste`me.
3. La me´thode est inconditionnellement stable (le pas de temps est limite´ seulement par
des conside´rations lie´es a` la pre´cision de la me´thode).
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Remarques
a. Le temps de calcul pour les me´thodes implicites est souvent plus e´leve´, par rapport
a` celui des me´thodes explicites (quand, il n’y a pas de complexite´ particulie`re qui peut
inverser la situation).
b. Il n’est pas ne´cessaire de modiﬁer des parame`tres physiques, il n’y a donc pas de
perturbation des re´sultats.
Dans les paragraphes pre´ce´dents nous avons passe´ en revue les aspects the´oriques concer-
nant les me´thodes explicites, ainsi que celles implicites. Les avantages et les inconve´nients
des unes et des autres ont e´te´ brie`vement mis en e´vidence dans le contexte the´orique.
Par la suite, nous allons pre´senter et analyser des re´sultats obtenus en mise en forme avec
des codes de calcul explicites et implicites. Nous tenterons d’e´valuer l’eﬃcacite´ des deux
familles des codes a` partir des re´sultats issus de la litte´rature.
1.7 Re´sultats issus de la litte´rature
Un des points important de la recherche des dernie`res anne´es est d’e´tablir dans quelles
conditions les codes explicites et implicites peuvent s’appliquer pour des cas industriels.
Pour l’instant, le de´bat est encore ouvert [41], [55], [28], [51] et il n’y a pas de consensus pour
de´cider si les deux me´thodes doivent eˆtre e´value´es par rapport a` leur pre´cision, ﬁabilite´ ou
temps de calcul.
Une e´tude bibliographique portant sur le sujet sera pre´sente´e par la suite.
1.7.1 L’emboutissage
a) La description du comportement du mate´riau lors de la mise en forme des toˆles a suscite´
de nombreux de´veloppements.
Il existe des codes e´le´ments ﬁnis aussi bien implicites qu’explicites pour simuler le formage
des toˆles et les phe´nome`nes qui interviennent dans ces proce´de´s, comme le retour e´lastique,
par exemple.
Une analyse de l’emboutissage d’un rail en S avec le code explicite Stampack est re´alise´e
par J.Rojec et al. [51].
Le processus d’estampage sans l’analyse du retour e´lastique, pour une toˆle d’acier IF
(interstitial free, i.e. un acier a` tre`s faible teneur en carbone) a e´te´ correctement simule´
avec le code explicite.
Pour l’e´tude du phe´nome`ne de retour e´lastique, qui est assez diﬃcile a` mode´liser, ils pro-
posent deux solutions. Apre`s la simulation explicite du processus d’estampage, une possi-
bilite´ est d’utiliser le meˆme code explicite pour analyser le retour e´lastique. La deuxie`me
possibilite´ est d’eﬀectuer la mode´lisation du retour e´lastique avec une me´thode implicite.
En comparant les re´sultats obtenus avec ces deux proce´dures, J.Rojec et al. ont remarque´
que le phe´nome`ne est correctement mode´lise´ par les deux codes. La forme ﬁnale dans les
deux cas est pratiquement la meˆme. Dans la ﬁgure (1.1) nous pouvons voir le re´sultat ﬁnal
apre`s le retour e´lastique. Le phe´nome`ne de ﬂambement apparaˆıt dans la partie supe´rieure.
On observe une bonne pre´diction du ﬂambement (1.2(b)) quand le re´sultat est compare´
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avec le cas re´el (1.2(a)).
Fig. 1.1 – La forme ﬁnale de la pie`ce apre`s le retour e´lastique
(a) (b)
Fig. 1.2 – Comparaison expe´rience/ simulation : la partie supe´rieure de la pie`ce de´forme´e
- apparition du ﬂambement
Le temps de calcul, par contre, varie fortement. En eﬀet, le temps de calcul pour le code
explicite a e´te´ presque le meˆme que celui obtenu pour re´aliser la simulation de la mise en
forme (i.e. 10 h) , donc, tre`s long. En revanche, le temps de calcul obtenu avec le code
implicite est seulement de quelques minutes.
En analysant cet exemple, on peut dire que la mode´lisation nume´rique du phe´nome`ne de
retour e´lastique avec un logiciel explicite n’est pas tre`s eﬃcace en terme de temps CPU
(au moins pour le cas conside´re´).
b) M. Kawka et al.[31] proposent une analyse d’un processus d’estampage en quatre passes
pour le cas du formage d’un disque de roue. Chaque e´tape est suivi d’une analyse du retour
e´lastique.
La simulation de ce proce´de´ a e´te´ faite avec le code explicite ITAS3D (la matrice de rigidite´
qui, dans les codes statiques, est une source de non line´arite´, est suppose´e constante par
incre´ment).
Pour faire une meilleure analyse du processus, ils se sont pose´ des questions sur le type
d’e´le´ments ﬁnis a` utiliser. Dans ce sens, ils ont utilise´ des e´le´ments de coque mince (shell
element) et aussi des e´le´ments volumiques. Les e´le´ments surfaciques impliquent moins de
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degre´s de liberte´ que les e´le´ments volumiques. Ne´anmoins, pour des de´formations plus
complique´es, les e´le´ments volumiques sont pre´fe´rables.
Pour les deux types d’e´le´ments, une comparaison est faite sur les re´sultats de l’analyse du
retour e´lastique.
Apre`s le premier estampage, les diﬀe´rences entre les re´sultats obtenus dans les deux cas
ne sont pas importantes. Par contre, apre`s le deuxie`me estampage, ils ont de´ja` obtenu des
diﬀe´rences e´normes : la ge´ome´trie du retour e´lastique simule´e avec des e´le´ments de coque
mince est tre`s loin de la ge´ome´trie expe´rimentale, alors que la ge´ome´trie qui re´sulte de la
simulation avec des e´le´ments volumiques est conforme a` la re´alite´.
Dans ce cas, on remarque une bonne concordance entre le re´sultat de la simulation
nume´rique et celui expe´rimental, ce qui peut se voir dans la ﬁgure (1.3).
Fig. 1.3 – Re´sultats du processus d’estampage en 4 passes : nume´rique/ expe´rience
c) Les me´thodes explicites sont conditionnellement stables, comme nous venons de le
pre´ciser dans la partie pre´ce´dente de ce chapitre. Des modiﬁcations des parame`tres lie´s
au proce´de´ a` e´tudier sont, en ge´ne´ral, eﬀectue´es dans le but d’ame´liorer la condition de
stabilite´ et ainsi de pouvoir utiliser un pas de temps plus grand.
Ces modiﬁcations peuvent inﬂuencer les re´sultats des simulations, c’est la conclusion
de´duite par S.P.WANG et al. [63]. Dans ce sens une e´tude est faite pour le cas de l’em-
boutissage d’une boite. La simulation est re´alise´e avec le code MARC en version explicite,
mais aussi implicite.
Pour la mode´lisation explicite, la densite´ est multiplie´e pas un facteur 105 et la vitesse
est augmente´e de 3 mm/s a` 100 mm/s, ce qui est e´quivalent a` augmenter la vitesse du
processus a` 10.54 m/s (i.e. une multiplication de la vitesse d’un facteur 3.51 · 103).
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Pour ce cas, le re´sultat explicite est pratiquement identique a` celui implicite, comme nous
pouvons remarquer dans la ﬁgure (1.4), ou` la variation de l’e´paisseur est repre´sente´e a` la
ﬁn de la simulation. Par contre, la simulation implicite a e´te´ re´alise´e en 104 incre´ments,
tandis que la simulation explicite a e´te´ re´alise´e en 21000 incre´ments.
Pour analyser l’inﬂuence des modiﬁcations eﬀectue´es sur les parame`tres, un autre cas
est conside´re´, la vitesse de l’outil e´tant cette fois-ci de 400 mm/s. En conse´quence, un
amincissement signiﬁcatif sur les parois et aux coins de la pie`ce est remarque´, ce qui ne
correspond pas a` la re´alite´.
Ces re´sultats montrent que les modiﬁcations des parame`tres peuvent perturber la solution
ﬁnale, dans le cas des codes explicites.
(a) (b)
Fig. 1.4 – Comparaison des re´sultats pour l’emboutissage d’une boite
d) Pour e´tudier l’eﬀet des caracte´ristiques du mate´riau et du formage sur le mode`le
e´le´ment ﬁni, A.G.Mamalis, D.E.Manolakos et A.K. Baldoukas [36] ont fait des simulations
nume´riques avec le code explicite non-line´aire DYNA3D dans le cas de l’emboutissage d’un
godet cylindrique.
Ils ont analyse´ l’inﬂuence de la densite´ simule´e du mate´riau ρsim, de la vitesse de l’outil
usim, du coeﬃcient du frottement du Coulomb µ sur le temps de calcul.
Les tests sont faits pour plusieurs mate´riaux (plusieurs types d’acier, aluminium pur) et
pour trois ge´ome´tries diﬀe´rentes de godets axisyme´triques.
Pour tous les cas conside´re´s, leur analyse montre que les meilleures simulations (en terme
de temps de calcul et pre´cision des re´sultats) correspondent aux situations ou` la densite´
simule´e varie entre ρ× 10−1 et ρ× 10−3 (ou` ρ est la vraie densite´ du mate´riau), la vitesse
du poinc¸on varie entre u × 103 et u × 104 ( ou` u est la vraie vitesse) et le coeﬃcient de
frottement de Coulomb entre 0.03 et 0.15.
L’analyse porte aussi sur le type d’e´le´ment ﬁni utilise´, alors l’application des e´le´ments
surfaciques et volumiques est e´tudie´e pour tous les cas pre´ce´dents.
Le groupe de parame`tres pour lesquels les meilleures re´sultats (en terme de pre´cision et
de temps de calcul) sont obtenus avec les deux types d’e´le´ments est ρsim = ρ × 10−3,
usim = u× 104, µ = 0.03.
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La re´partition de la de´formation dans l’e´paisseur et la repre´sentation de la force par rapport
au de´placement, pour le cas de ”low-carbon steel” et le groupe de parame`tres ci-dessus,
sont repre´sente´es dans la ﬁgure (1.5).
(a) (b)
Fig. 1.5 – Re´partition de la de´formation dans l’e´paisseur / Repre´sentation de la force par
rapport au de´placement
Ces distributions sont bien pre´dites pour les deux cas (des e´le´ments de coque mince et
volumiques), mais une re´duction de 50% sur le CPU est note´e pour le cas des e´le´ments de
coque mince.
Cette premie`re e´tude est ensuite approfondie pour le cas de l’emboutissage d’une boˆıte
carre´e [35]. Pour une vitesse de l’outil de u× 103 et une densite´ de mate´riau de ρ× 10−3
le temps de calcul re´sultant est 10 fois plus grand, donc la simulation nume´rique pour ce
type des cas ne pre´sente pas d’inte´reˆt.
D’autre part, pour des grandes vitesses de de´formation comme u × 104 et densite´s de
mate´riau de type ρ × 10−1, le temps de calcul est relativement petit. Cependant, une
grande diﬀe´rence est trouve´e entre les re´sultats simule´s et ceux expe´rimentaux.
La conclusion de cette e´tude est que les parame`tres les plus eﬃcaces pour ce deuxie`me cas
sont : ρsim = ρ× 10−3, usim = u× 104, µ = 0.03, les meˆmes que ceux obtenus dans [36].
Pour ce groupe de parame`tres, la re´partition de la de´formation dans l’e´paisseur, ainsi que
l’e´volution de la force en fonction du de´placement sont correctement simule´es, conforme´ment
aux re´sultats expe´rimentaux.
Les exemples pre´sente´s montrent que, pour la mode´lisation de l’emboutissage, les me´thodes
explicites peuvent eˆtre utilise´es dans le but d’obtenir des simulations plus rapides dans les
situations ou` l’inertie est suﬃsamment importante, c’est a` dire lorsqu’il n’est pas ne´cessaire
de trop l’augmenter artiﬁciellement. Des modiﬁcations importantes sur les parame`tres
physiques ou de formage sont susceptibles de perturber les re´sultats.
1.7.2 L’hydro-formage
a) L’hydro-formage est un processus pour le formage des toˆles. Dans le cas d’hydro-
formage, le retour e´lastique ainsi que la formation des plis au long de la de´formation
repre´sentent des phe´nome`nes diﬃciles a` mode´liser.
Pour le cas de l’hydro-formage d’un ﬂan, S.P.WANG et al. [63] ont analyse´ les re´sultats ob-
tenus avec le code MARC explicite et implicite. Le retour e´lastique, ainsi que la formation
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des plis sont pris en compte dans leur e´tude. L’inﬂuence des modiﬁcations des parame`tres
(comme la densite´ du mate´riau et la vitesse du proce´de´) sur les re´sultats des simulations
est e´value´e.
La simulation nume´rique du processus par le code implicite a converge´ vers une solution
cohe´rente en 516 min.
La ﬁgure (1.6(a)) montre quelques e´tapes interme´diaires de la simulation implicite. L’ap-
parition des plis est remarque´e pendant la de´formation, mais le chargement tre`s important
fait disparaˆıtre le phe´nome`ne au ﬁnal.
(a) (b) (c)
Fig. 1.6 – Implicite(a) / Explicite (b,c)
Pour l’analyse explicite quatre cas ont e´te´ conside´re´s, correspondant a` diﬀe´rentes valeurs
de la densite´ du mate´riau et de la vitesse de chargement. Les auteurs ont essaye´ de modi-
ﬁer la densite´ et la vitesse de de´formation pour ame´liorer la condition de stabilite´ et voir
l’inﬂuence de ces meˆmes modiﬁcations sur le processus e´tudie´. Les facteurs multiplicatifs
concernant la densite´ pour les cas A, B, C, D conside´re´s sont 1.0, 1.0, 100 et 0.01, respec-
tivement. Les temps ne´cessaires pour atteindre la pression maximale Pmax pour les quatre
cas analyse´s sont 2, 10, 2 et 2ms, respectivement.
Dans le cas D nous observons que la densite´ est diminue´e, tandis que le chargement ne
pre´sente aucune modiﬁcation. C’est une situation rarement rencontre´e dans la litte´rature,
car, en ge´ne´ral, la densite´ est multiplie´e par un facteur variant entre 10 et 106. Il est possible
de trouver une diminution de la densite´ quand la vitesse est artiﬁciellement augmente´e d’un
facteur suﬃsamment e´leve´ pour de´terminer une inertie tre`s importante (par exemple, la
vitesse est multiplie´e par plus de 103 [36], [35]).
Les temps de calcul pour les cas A, B, C sont 167, 857 et 16 minutes. Dans le cas D le
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temps de calcul pour eﬀectuer la simulation jusqu’a` 40% de chargement est de 641 minutes.
Ce dernier cas n’a pas e´te´ termine´ a` cause de l’instabilite´ du contact conse´quence de la
diminution de la densite´.
Nous observons, dans les ﬁgures (1.6(b)), (1.6(c)), des diﬀe´rences signiﬁcatives entre les
ge´ome´tries obtenues par le code explicite et celles obtenues par le code implicite. Dans les
cas explicites A, B, C on ne voit pas l’apparition des plis. Dans le cas D, seulement, le
phe´nome`ne apparaˆıt et est comparable au re´sultat obtenu dans le cas implicite. L’appa-
rition des plis pour le cas D est due a` une faible inertie re´sultant de la diminution de la
densite´.
Une comparaison des cas A et C met en e´vidence l’eﬀet de l’inertie sur les re´sultats.
Les deux cas sont re´alise´s avec la meˆme vitesse de chargement. Par contre, la densite´ est
multiplie´e par un facteur de 100 dans le cas C. En conse´quence, la de´formation de la pie`ce
dans le cas C dure plus longtemps a` cause de l’inertie qui est plus importante.
En regardant les cas A et C nous observons que, au moment (2.0ms) ou` le chargement
total est applique´, la ge´ome´trie obtenue n’est pas celle attendue. Alors, les calculs doivent
eˆtre poursuivis, ce qui montre que, dans le cas conside´re´, l’augmentation de la densite´ ne
re´duit pas le temps de calcul.
Pour le cas e´tudie´ ci-dessus on constate que les me´thodes implicites se montrent plus eﬃ-
caces que celles explicites pour la pre´diction de l’apparition des plis pendant la de´formation
et pour la mode´lisation du processus en ge´ne´ral. L’eﬀet d’inertie dans les analyses explicites
inﬂuence signiﬁcativement les re´sultats des simulations nume´riques.
b) Dans l’analyse pre´ce´dente on a vu que la formation des plis n’est pas facile a` de´tecter
en utilisant les me´thodes explicites. Et pourtant, il est tre`s important de de´tecter la for-
mation des plis depuis le de´but par une proce´dure courte pour eˆtre en mesure d’arreˆter la
simulation et de recommencer le calcul avec un autre mode`le.
Per Nordlund et al. [45] pre´sentent un algorithme capable d’indiquer l’apparition des plis.
Leur algorithme est pre´vu pour eˆtre utilise´ avec l’inte´gration explicite de la formulation
e´le´ments ﬁnis. Il est imple´mente´ dans le code explicite DYNA-3D. Leur the´orie est teste´e
sur quelques exemples. Un de ces exemples repre´sente la simulation du formage d’un godet
a` partir d’une toˆle circulaire avec un poinc¸on et une pression d’huile.
La fac¸on d’imposer cette pression au poinc¸on joue un roˆle important dans la formation
des plis [69], alors, il est inte´ressant d’obtenir, assez rapidement, des informations sur la
formation des plis correspondant a` diﬀe´rents chargements, aﬁn de trouver le plus conve-
nable.
En ge´ne´ral, les plis sont visibles tardivement pendant une simulation, ce qui pose un
proble`me en terme de temps.
L’indicateur propose´ par Per Nordlund et al. met en e´vidence la formation des plis suﬃ-
samment toˆt.
Le fait de savoir ou` et quand les plis apparaissent donne la possibilite´ de raﬃner le maillage
dans les re´gions concerne´es, aﬁn de saisir plus pre´cise´ment les plis si ne´cessaire.
La ﬁgure (1.7) montre deux e´tapes de la de´formation ou` les plis sont illustre´s, en noir, par
l’indicateur imple´mente´ dans le code. Les images fournissent une claire apparition des plis.
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Fig. 1.7 – E´volution des plis lors de la de´formation
1.7.3 Usinage
a) L’usinage est un autre processus qui pose beaucoup de proble`mes a` cause de la com-
plexite´ des parame`tres qui interviennent :
– pour l’outil : la ge´ome´trie (parfois complique´e), la vitesse e´leve´e, le gradient thermique ;
– pour la pie`ce : la ge´ome´trie du copeau, la localisation du cisaillement dans une bande
tre`s e´troite, le frottement.
La simulation nume´rique du proce´de´ permet de re´duire conside´rablement le nombre d’essais
expe´rimentaux qui sont assez couˆteux. En conse´quence, le de´veloppement de codes capables
de mode´liser correctement le processus d’usinage repre´sente un autre centre d’inte´reˆt pour
la recherche.
T.D.Maruside et M.Ortiz [39] proposent une analyse du processus d’usinage a` grande
vitesse. Leur e´tude est base´e sur les re´sultats obtenus avec un code explicite. Le pas de
temps critique (issu de la condition de stabilite´) est calcule´ au niveau de l’e´le´ment selon
un algorithme (dit ”subcycling”) propose´ par Belytschko [6], [5]. Cette technique permet
d’e´viter l’utilisation d’un pas de temps global trop petit. Pour le traitement du contact,
une me´thode ”predictor-corector” propose´e par Taylor et Flanagan [59] est utilise´e.
Les re´sultats obtenus montrent une bonne description de la morphologie du copeau, les
re´sultats de la simulation sont donne´s sut la ﬁgure (1.8).
b) Les proble`mes lie´s a` l’usinage orthogonal a` grande vitesse comme les phe´nome`nes ther-
mome´caniques complexes, le contact, la localisation du copeau sont e´tudie´s par R.Rakoto-
malala et P.Joyot [49]. Une formulation ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) explicite du
code RADIOSS est pre´sente´e et applique´e pour mode´liser ce proce´de´.
Les re´sultats obtenus montrent l’eﬃcacite´ de cette version de code explicite pour le cas
analyse´.
La ﬁgure (1.9) pre´sente la re´partition des contraintes a` la ﬁn de la simulation. On remarque
l’existence de la valeur maximale dans la re´gion dite ”primary shear zone”.
c) Une autre formulation ALE explicite est pre´sente´e par R.Rakotomalala, M. Touratier
et al. [47] pour analyser les processus d’usinage orthogonal et oblique. Leur re´sultats sont
conformes a` la re´alite´, mais les cas conside´re´s sont des cas particuliers d’usinage. Le sujet
devrait eˆtre approfondi en conside´rant des situations plus complexes aﬁn de vraiment
conclure sur l’eﬃcacite´ de cette me´thode.
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Fig. 1.8 – La morphologie du copeau
Fig. 1.9 – Re´partition des contraintes a` la ﬁn de la simulation
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1.7.4 Flambage
Un processus de ﬂambage est analyse´ par Per Nordlund et al.[45]. Ce processus correspond
a` un test d’e´tirage d’une plaque carre´e le long d’une des ses diagonales, conforme´ment a`
la ﬁgure (1.10).
Fig. 1.10 – De´ﬁnition du processus de ﬂambage
Ce test implique une ge´ome´trie complique´e, avec formation de plis. Leur apparition est
de´tecte´e avec un indicateur propose´ par Per Nordlund et al.
La ﬁgure (1.11) montre, a` diﬀe´rentes e´tapes, le de´veloppement des plis au cours de la
de´formation.
Fig. 1.11 – E´volution des plis lors de la de´formation
Le traitement des plis est un proble`me de´licat pour les codes des simulation nume´rique en
ge´ne´ral. Per Nordlund et al. proposent une solution qui donne des re´sultats prometteurs.
Cette procedure est inte´gre´e dans le code explicite DYNA-3D pour des raisons de rapidite´
concernant l’obtention des re´sultats. Elle peut eˆtre aussi bien teste´e dans le cas des codes
implicites.
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1.7.5 Gonﬂage
La distribution des contraintes, les contraintes re´siduelles, la distribution des de´formations
qui interviennent dans le formage d’une coque double-couche par gonﬂage repre´sentent des
points d’inte´reˆt pour la recherche, d’autant plus que les re´sultats expe´rimentaux ne sont
pas faciles a` obtenir a` cause des mesures qui sont, parfois, diﬃciles a` re´aliser.
Pour obtenir des informations suﬃsantes concernant la distribution des contraintes, des
de´formations ou autres, des simulations e´le´ments ﬁnis sont ne´cessaires.
S.H.Zang et al. [70] proposent une analyse du proce´de´ avec le code explicite LS-DYNA3D
(aucune modiﬁcation de parame`tre n’est mentionne´e). Leurs re´sultats montrent une bonne
approche de la re´alite´ pour le formage d’une coque a` double-couche dans une coque a`
double-couche sphe´rique. La distribution des contraintes obtenue par simulation donne
des informations utiles sur l’apparition possible d’une fracture dans la couche interne.
1.7.6 De´formation plastique au cours d’un ”crash”
Le ”crash” est conside´re´ comme e´tant tre`s proche de la mise en forme. C’est pour cette
raison que nous nous inte´ressons a` l’analyse de ce processus.
a) Dans l’industrie automobile les questions sur la se´curite´ des passagers sont cruciales.
Comme les tests avec des prototypes sont tre`s couˆteux, les simulations nume´riques repre´sent-
ent une ne´cessite´ e´conomique.
L’industrie d’automobile a adopte´ rapidement les analyses avec des codes explicites de`s
l’apparition des versions commerciales des codes DYNA3D, PAMCRASH et RADIOSS.
La pratique montre que les me´thodes explicites e´le´ments ﬁnis peuvent simuler les phe´nome`-
nes complexes et diﬃciles qui interviennent dans un ”crash” graˆce aux petits incre´ment
de temps demande´s.
Dans la suite deux exemples de tests de ”crash” seront pre´sente´s a` partir des re´sultats
obtenus par S.R.Wu et J.Cheng [66] pour la ﬁrme FORD, avec le code explicite FCRASH.
a1) La simulation d’un ”crash” frontal
L’impact frontal produit de tre`s grandes de´formations. Le phe´nome`ne de ﬂambement ap-
paraˆıt e´galement, la toˆle ayant un comportement comparable a` celui d’un papier que l’on
froisse. La simulation d’un tel processus ne semble donc pas e´vidente.
En analysant un ”crash” frontal avec le code FCRASH, S.R.Wu et J.Cheng re´ussissent a`
pre´dire une distance maximale de ”crash” dans l’intervalle de 3% d’e´cart par rapport aux
tests physiques. Des re´sultats cohe´rents sont obtenus concernant la de´ce´le´ration, ce qui
sert a` e´tudier la possible le´sion de l’occupant.
La ﬁgure (1.12) montre les ge´ome´tries initiale et ﬁnale apre`s 70ms d’impact.
La de´formation est entie`rement frontale et la partie concerne´e est diminue´e de 1/3 a` 1/2.
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Fig. 1.12 – Ge´ome´tries initiale et ﬁnale pour un ”crash” frontal
a2) La simulation d’un ”crash” late´ral
Les automobiles sont plus sensibles sur la partie late´rale, donc les simulations pour l’impact
late´ral pre´sentent aussi un grand inte´reˆt.
Pour ce cas la de´ce´le´ration est correctement simule´e, ce qui permet d’analyser l’eﬀet de
l’impact sur l’occupant de la voiture.
La simulation nous sert a` trouver quel mode`le se comporte mieux au ”crash” late´ral.
b) L’impact d’une boˆıte avec un mur repre´sente aussi un exemple de ”crash”, qui implique
des phe´nome`nes complexes (tre`s grandes de´formations, ﬂambement) et ge´ne`re beaucoup
de diﬃculte´s pour la simulation nume´rique.
T. Belytschko et al.[7] ont fait des analyses pour re´aliser une meilleure simulation du
processus. Ils ont rajoute´ au code explicite WHAMS des me´thodes de h-raﬃnement com-
patibles avec les me´thodes explicites pour re´aliser des maillages plus ﬁns dans les endroits
ou` une de´formation se´ve`re apparaˆıt, par exemple.
La ﬁgure (1.13) montre l’e´volution du h-raﬃnement pendant la de´formation.
Fig. 1.13 – De´formation de la boite (diﬀe´rentes e´tapes)
La me´thode de h-raﬃnement implique l’utilisation d’e´le´ments plus petits. En conse´quence,
le pas de temps critique est diminue´. Pour e´viter l’utilisation d’un pas de temps plus petit,
un algorithme de ”subcycling” (le pas de temps critique est calcule´ au niveau de l’e´le´ment)
est utilise´.
La ﬁgure (1.14) met en e´vidence la diﬀe´rence entre les re´sultats obtenus pour la de´formation
d’une partie late´rale d’une voiture avec et sans h-raﬃnement.
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Fig. 1.14 – De´formation avec et sans h-raﬃnement
1.7.7 Forgeage
La simulation du processus de forgeage est re´alise´e, classiquement, avec des codes im-
plicites, mais l’application des codes explicites repre´sente une alternative analyse´e par
plusieurs chercheurs.
a) Une comparaison entre les re´sultats obtenus avec les deux types de me´thodes est
pre´sente´e par A.J.L. Crook et al [17].
Ils analysent, dans en premier temps, l’e´crasement de lopin e´lastoplastique. Les re´sultats
obtenus avec des approches explicites et implicites sont compare´s avec des re´sultats expe´rim-
entaux montrant une bonne concordance dans les deux cas. On note aussi que le temps de
calcul est comparable.
Par contre, pour le cas du formage d’une nervure, meˆme si les re´sultats obtenus par les
deux me´thodes sont conformes a` la re´alite´, ceux issus du codes explicites sont fournis 4
fois plus rapidement.
Un autre exemple conside´re´ concerne le forgeage d’un lopin axisyme´trique d’aluminium en
une pie`ce de ge´ome´trie complexe. La de´formation est re´alise´e en une seule frappe. Le code
implicite n’arrive pas a` ﬁnir la simulation du proce´de´ a` cause des proble`mes de convergence.
En revanche, des re´sultats cohe´rents sont obtenus en une heure avec le code explicite.
Cette e´tude particulie`re montre une meilleure adaptation des codes explicites pour la
mode´lisation des processus conside´re´s.
b) Une e´tude concernant le processus de forgeage (multi-passe) par impact est propose´e
par Y.H.Yoo et al. [68], en utilisant des me´thodes e´le´ments ﬁnis explicites pour le cas des
mate´riaux e´lastoplastiques.
Les re´sultats obtenus pour les cas d’un cylindre et d’un paralle´le´pipe`de en acier a` chaud
et a` froid sont conformes a` l’expe´rience. La ﬁgure (1.15) pre´sente les de´formations a` chaud
pour les deux pie`ces conside´re´es, a` chaque pas.
Leur e´tude montre que le processus de forgeage (multi-passe) a pu eˆtre correctement
simule´ avec des me´thodes explicites. Des re´sultats cohe´rents sont obtenus concernant les
distributions des de´formations, des tempe´ratures, ainsi que sur l’e´volution de la force de
forgeage le long de la de´formation.
La ﬁgure (1.16) pre´sente l’e´volution de la force de forgeage pour les deux cas pre´sente´s sur
la ﬁgure (1.15), la valeur maximale pour le cas du paralle´le´pipe`de e´tant comparable une
valeur pre´dite the´oriquement.
c) J. Rojek, O. C. Zienkiewicz et al. [52] proposent une analyse du processus de forgeage
utilisant le code explicite Stampack. Un algorithme de splitting est applique´ pour permettre
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Fig. 1.15 – La de´formation a` chaud des pie`ces conside´re´es
Fig. 1.16 – La de´formations a` chaud des pie`ces conside´re´es
d’utiliser des e´le´ments triangulaires et te´trae´driques a` la place des e´le´ments Q1/P0 pour
une analyse thermome´canique.
Les re´sultats obtenus pour la compression d’un cylindre jusqu’au 60%, par exemple, montre
l’eﬃcacite´ de la me´thode propose´e. Ces re´sultats sont compare´s avec ceux issus d’une
simulation avec le code ABAQUS implicite. Le mate´riau conside´re´ (e´lastoplastique) a
quasiment les meˆmes proprie´te´s que dans le cas ABAQUS de re´fe´rence. La vitesse du
processus n’est mentionne´e pour aucun cas. Une comparaison est pre´sente´e dans la ﬁgure
(1.17).
On remarque une bonne concordance des re´sultats sur l’e´volution de la tempe´rature. En
revanche, nous ne trouvons pas des informations concernant l’e´volution des contraintes,
des de´formations ou autre.
d) Tous les re´sultats pre´sente´s pre´ce´demment pour l’analyse du forgeage concernent des
mate´riaux e´lastoplastiques. Toutefois, le forgeage a` chaud est assimile´ a` des mate´riaux
viscoplastiques. Les codes Forge2©r et Forge3©r, de´veloppe´s au CEMEF depuis la ﬁn des
anne´es 80 et commercialise´s par la socie´te´ de valorisation TRANSVALOR, repre´sentent
un outil pour la simulation implicite du forgeage a` chaud, aussi bien qu’a` froid pour des
mate´riaux viscoplastiques, e´lastoplastiques ou e´lasto-viscoplastiques.
Par la suite, nous pre´sentons les re´sultats obtenus avec Forge2©r dans le cas du forgeage
a` chaud en trois passes d’une roue d’avion en aluminium. L’histoire des de´formations du
mate´riaux est conserve´e d’une passe a` l’autre et un remaillage automatique est utilise´.
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Fig. 1.17 – Compression d’un cylindre (60%)Distribution de la tempe´rature : a) quasi-
statique implicite ABAQUS b) solution explicite (Q1/P0) c) solution explicite (triangles,
algorithme de splitting) d) solution explicite (te´trae´dres, algorithme de splitting)
(a) Ge´ome´trie initiale (b) Re´partition de la de´formation
e´quivalente a` la ﬁn de la premie`re
passe
Fig. 1.18 – Ge´ome´trie initiale et ﬁn de la premie`re passe
Les ﬁgures (1.18) et (1.19) montrent les e´tapes importantes de la de´formation, ainsi que la
distribution de la de´formation e´quivalente et l’e´volution du maillage. Les re´sultats obtenus
sont tre`s cohe´rents.
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(a) Deuxie`me passe (b) Troisie`me passe
(c) Re´partition de la de´formation
e´quivalente - Re´sultat ﬁnal
Fig. 1.19 – E´volution de la de´formation e´quivalente au cours de la simulation
1.8 Conclusion
Dans ce premier chapitre, nous avons analyse´ les aspects les plus signiﬁcatifs concernant
l’approche the´orique des me´thodes implicites et explicites, surtout dans le contexte de la
mise en forme de mate´riaux. En outre, des re´sultats issus de la litte´rature ont souligne´
les caracte´ristiques principales de chaque me´thode concernant l’e´tude de divers processus
de formage. Ainsi, nous avons pu constater que, en ge´ne´ral, les me´thodes explicites ont
l’avantage d’eˆtre plus rapides par rapport aux me´thodes implicites, mais que dans certains
cas (le retour e´lastique, la formation des plis, etc.) les me´thodes implicites semblent plus
adapte´es. De plus, les me´thodes implicites sont pre´dictives alors que l’introduction de
parame`tres non physiques dans les codes explicites impose souvent de connaˆıtre le re´sultat
pour le ”pre´dire”.
Chaque me´thode pre´sente des avantages et des inconve´nients reconnus par la litte´rature,
mais aussi d’autres qui apparaissent dans des situations bien particulie`res pour lesquelles
les opinions sont partage´es. Le de´bat est toujours ouvert dans le contexte des mate´riaux
e´lastoplastiques.
Par la suite, nous proposons une comparaison entre les re´sultats obtenus avec les deux
me´thodes dans le cadre du processus de forgeage a` chaud. Notre travail porte surtout sur
les mate´riaux viscoplastiques, pour lesquels l’incompressibilite´ est prise en compte. Dans ce
but, plusieurs fac¸on de traiter cette contrainte seront expose´es dans les chapitres suivants,
dans le cadre des formulations mixtes vitesse/pression.
Quelques formulations implicites feront le sujet du deuxie`me chapitre.
Des formulations mixtes explicites pour traiter l’incompressibilite´ n’ont pas encore e´te´
develope´es. Nous proposons, par la suite, une formulation partiellement-explicite pour
l’analyse du forgeage.
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Chapitre 2
Formulations implicites
(vitesse/pression) pour la
simulation nume´rique du forgeage
2.1 Introduction
Dans le premier chapitre, nous avons de´crit brie`vement les me´thodes e´le´ments ﬁnis expli-
cites et implicites et leurs applications.
Pour l’analyse du processus de forgeage auquel nous nous inte´ressons, les me´thodes impli-
cites sont les plus souvent utilise´es dans les codes de calcul.
Dans ce cadre, au CEMEF sont de´veloppe´s deux logiciels de forgeage : Forge2©r en 2D ou
axisyme´trique et Forge3©r en 3D, base´s sur des me´thodes implicites.
Ce chapitre a pour but de pre´senter plusieurs formulations implicites 2D, applicable au for-
geage : d’un coˆte´, les formulations quasi-statique et dynamique correspondant aux versions
Forge2 de´veloppe´es aux CEMEF et, d’un autre coˆte´, trois autres formulations dynamiques
dont une a e´te´ imple´mente´e avec succe`s dans une version du logiciel Forge2 dans le cadre
de ce travail.
Quelques exemples seront e´galement pre´sente´s aﬁn de comparer les re´sultats obtenus avec
la formulation propose´e et ceux issus des formulations de´ja` existantes.
2.2 Pre´sentation du proble`me de forgeage
Pour le cas du forgeage des me´taux a` chaud le mate´riau est souvent conside´re´ comme pu-
rement viscoplastique, les de´formations e´lastiques e´tant ne´glige´es devant les de´formations
irre´versibles. Dans ce cas, la loi de Norton-Hoﬀ (1.6) est ge´ne´ralement utilise´e pour de´crire
le comportement du mate´riau.
Quand l’e´crouissage est pris en compte, la consistance du mate´riau, intervenant dans la
loi (1.6), peut s’exprimer par :
2.2 Pre´sentation du proble`me de forgeage
K(ε) = K0(ε0 + ε)n (2.1)
Soit Ω le domaine repre´sentant la pie`ce. L’e´quilibre dynamique correspond alors a` (1.25). Le
mate´riau est suppose´ incompressible et, dans ces conditions, la contrainte (1.83) s’impose.





n
∂Ωc
∂Ωl
Ω
voutil
Fig. 2.1 – Notations pour le proble`me de forgeage
Les conditions aux frontie`res correspondent a` :
– la surface libre ∂Ωl, d’un coˆte´ :
σn = 0 (2.2)
ou` n repre´sente le vecteur normal a` la surface, conforme´ment a` la ﬁgure (2.1) ;
– l’interface pie`ce-outil ∂Ωc, d’un autre coˆte´, pour laquelle une condition de non-pe´ne´tration
des noeuds de la pie`ce dans l’outil, correspondant a` un contact unilate´ral, est impose´e :


(v − voutil).n = vs.n ≤ 0 non pe´ne´tration
σn ≤ 0
((v − voutil).n)σn = 0
(2.3)
ou` voutil est la vitesse de l’outil, vs est la vitesse de glissement et σn = σn.n est la
pression de contact.
Une loi de frottement de type Norton est utilise´e et, dans ces conditions, la cission de
frottement τ est exprime´e par la relation suivante :
τ = −αfK|vs|q−1vs (2.4)
ou`
τ = σn− (σn.n)n , (2.5)
αf est le coeﬃcient de frottement et q est la sensibilite´ a` la vitesse de glissement (habi-
tuellement on choisit q = m).
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2.3 Pre´sentation d’une formulation quasi-statique
Pour le processus de forgeage, l’acce´le´ration et la gravite´ sont souvent ne´glige´es. Par
conse´quent, le proble`me (1.25) devient quasi-statique .
L’analyse d’un tel proble`me est pre´sente´e par la suite. L’incompressibilite´ e´tant impose´e,
e´quation (1.83), pour une meilleure pre´cision des re´sultats [3], une formulation mixte vi-
tesse/pression est adopte´e. La description de cette formulation suit les directions ge´ne´rales
pre´sente´es dans le premier chapitre.
Le tenseur des contraintes est de´compose´ en tenseur de´viateur des contraintes s et en
pression p, selon la relation (1.81).
Le proble`me a` re´soudre s’e´crit alors sous la forme :


div(s)− grad(p) = 0 sur Ω
div(v) = 0 sur Ω
σn = 0 sur ∂Ωl
(v − voutil).n = vs.n ≤ 0 sur ∂Ωc
τ = −αfK|vs|q−1vs sur ∂Ωc
(2.6)
La forme faible du proble`me est e´quivalente a` (1.84) en rajoutant les termes correspondant
au frottement. La forme symbolique de ce proble`me est e´quivalente a` (1.90).
2.3.1 Discre´tisation spatiale
Pour la discre´tisation spatiale de la formulation mixte vitesse/pression on choisit des
e´le´ments ﬁnis compatibles. Un e´le´ment ﬁni est dit compatible s’il satisfait la condition
inf-sup de compatibilite´ de Brezzi-Babuska [2], [24], [9].
L’e´le´ment mixte compatible de plus petit degre´ d’interpolation est le MINI-e´le´ment (ﬁgure
(2.2)).
pression
vitesse
Fig. 2.2 – Le MINI-e´le´ment
Il a e´te´ introduit par Arnold, Brezzi et Fortin [2] dans le cas des e´coulements de Stokes
incompressible. C’est un e´le´ment triangulaire line´aire pour lequel les champs de vitesse et
de pression sont de´ﬁnis comme suit :
– la pression est line´aire et continue,
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– la vitesse se de´compose de fac¸on unique en une partie line´aire vl et une partie vb cor-
respondant a` l’ajout d’un degre´ de liberte´ interne : la bulle.
La composante bulle de la vitesse est introduite essentiellement pour controˆler la condi-
tion d’incompressibilite´. Elle est interpole´e par une fonction bulle valant 1 au centre de
l’e´le´ment et 0 sur sa frontie`re, donc par un polynoˆme de degre´ 3. Cette augmentation du
degre´ d’interpolation peut eˆtre source de proble`mes d’inte´gration nume´rique. Pour cette
raison, une fonction bulle hie´rarchique est introduite. L’introduction de cette fonction bulle
ne´cessite une partition des e´le´ments en sous-triangles (ﬁgure (2.3)).
3
ST 3
1
2
 ST 1
ST 2
Fig. 2.3 – Partition d’un e´le´ment triangulaire de re´fe´rence en sous-triangles
Cette fonction est continue par triangle et line´aire par sous-triangles.
Pour un e´le´ment de re´fe´rence, la fonction bulle hie´rarchique est exprime´e par :
ϕe = 3ξ 1ST1 + 3η 1ST2 + 3(1−ξ−η) 1ST3 (2.7)
ou`
– ϕe est la fonction de forme associe´e a` la bulle sur chaque e´le´ment
– 1STi(x) =
{
1, x ∈ STi
0, sinon
et STi repre´sente un sous-triangle, i = 1, 3.
Dans ce contexte, les coordonne´es sont discre´tise´es utilisant les formules (1.28).
La pression discre`te est de´ﬁnie par la relation suivante :
ph =
Nbnoe∑
n=1
PnNn . (2.8)
Pour la vitesse, le terme correspondant a` la bulle vbh est rajoute´ au terme line´aire v
l
h selon
les expressions :
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vh = vlh + v
b
h =
Nbnoe∑
n=1
VnNn +
Nbel∑
e=1
V be ϕe (2.9)
ou` Nbel repre´sente le nombre total d’e´le´ments du maillage et V be est la vitesse de la bulle.
Le tenseur des vitesses de de´formation est alors calcule´ par la relation :
ε˙(vh) =
Nbnoe∑
n=1
VnBn +
Nbel∑
e=1
V be B
b
e (2.10)
avec Bn de´ﬁni par la relation (1.34) et Bbe donne´ par la relation :
Bbijke =
1
2
(
∂ϕe
∂xj
δik +
∂ϕe
∂xi
δjk
)
. (2.11)
La vitesse virtuelle v∗ et la pression virtuelle p∗ sont discre´tise´es de fac¸on analogue par :
v∗h = v
l∗
h +v
b∗
h =
Nbnoe∑
n=1
V ∗n Nn+
Nbel∑
e=1
V b∗e ϕe (2.12)
p∗h =
Nbnoe∑
m=1
P ∗mNm (2.13)
Utilisant cette discre´tisation le proble`me quasi-statique s’e´crit sous la forme :


∫
Ω
s(vlh + v
b
h) : Bndω +
∫
∂ΩC
τ(vlh).NndS −
∫
Ω
ph.tr(Bn)dω = 0
∫
Ω
s(vlh + v
b
h) : B
b
edω −
∫
Ω
ph.tr(Bbe)dω = 0
−
∫
Ω
div(vlh + v
b
h)Nmdω = 0 .
(2.14)
Ce type de formulation a e´te´ analyse´e et imple´mente´e dans une version axisyme´trique
du code FORGE2 par Ste´phane Marie et Etienne Perchat [48]. Nous en pre´sentons ici
seulement les caracte´ristiques ge´ne´rales.
2.3.2 Discre´tisation temporelle
A chaque instant t, Xt et εt sont suppose´s connus et V t et P t sont obtenus en re´solvant
le syste`me (2.14).
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Pour la re´solution de ce syste`me, la me´thode de Newton-Raphson est utilise´e. Ainsi, pour
chaque ite´ration k, nous obtenons la forme matricielle du syste`me (2.14) :


K
t(k)
V V K
t(k)
V b D
t(k)
V P
K
t(k)
bV K
t(k)
bb D
t(k)
bpP
D
t(k)
PV D
t(k)
Pb 0




(∆V )t(k)
(∆V b)t(k)
(∆P )t(k)

 = −


R
t(k)
V
R
t(k)
V b
R
t(k)
P

 (2.15)
Apre`s l’e´limination de la bulle, de manie`re classique, (∆V )t et (∆P )t re´sultent du syste`me
(2.15).
Conforme´ment a` la me´thode de Newton-Raphson, la vitesse et la pression sont re´actualise´es
selon les expressions suivantes :
V t(k) = V t(k−1)+(∆V )t(k) (2.16)
et
P t(k) = P t(k−1)+(∆P )t(k). (2.17)
Pour la premie`re ite´ration k = 1, on initialise V t(0) et P t(0), qui interviennent dans les
e´quations (2.16) et (2.17), en prenant les valeurs de V t−∆t et de P t−∆t.
A´ t = 0, la vitesse utilise´e pour la premie`re ite´ration est conside´re´e comme e´tant nulle.
Les e´quations d’e´volution sont de´crites par les e´quations :
dXt
dt
= V t
dεt
dt
= ε˙t .
(2.18)
La re´actualisation des variables est faite conforme´ment a` des sche´mas de type Euler expli-
cite :
Xt+∆t = Xt +∆tV t (2.19)
εt+∆t = εt +∆tε˙t . (2.20)
L’algorithme de cette approche peut se re´sumer par :
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• Lecture de donne´es
• Initialisations
• Calcul incre´mental (boucle sur le pas de temps)
1Calcul du champ de vitesse et de pression (boucle d’ite´ration de Newton-Raphson)
tant que ‖ R ‖> εprec
1.1 Calcul matrice (Hessien quasi-statique : Ht(k)), le membre de gauche de (2.15)
apre`s l’e´limination de la bulle
1.2 Calcul re´sidu (Gradient quasi-statique : Rt(k)), le membre de droite de (2.15)
apre`s l’e´limination de la bulle
1.3 Re´solution (Solveur)


Ht(k)(∆′V )t(k) = −Rt(k), (∆′V )t(k) =
(
(∆V )t(k)
(∆P )t(k)
)
V t(k) ← V t(k−1) + (∆V )t(k), P t(k) ← P t(k−1) +∆P t(k)
1.4 Recherche line´aire (Calcul de λ qui minimise ‖ R(V + λ∆V ) ‖)
1.5 Actualisation du contact
ﬁn tant que
2 Calcul des variables : ε, ...
3 Re´actualisation selon (2.19) et (2.20)
4 Remaillage (test)
2.4 Pre´sentation des formulations dynamiques
Si l’inertie est prise en compte (cas des processus a` grande vitesse), alors, le proble`me a`
traiter est celui de´crit en (1.86).
Deux formulations dynamiques vitesse/pression font l’objet de notre analyse par la suite.
2.4.1 Premie`re formulation dynamique
Dans le cadre d’une formulation dynamique vitesse/pression, l’acce´le´ration intervenant
dans l’e´quation d’e´quilibre doit eˆtre exprime´e en fonction de la vitesse. Une possibilite´
consiste a` utiliser le sche´ma de´crit dans (1.91) [18]. Ainsi le proble`me prend la forme
symbolique (1.92).
a ) Discre´tisation spatiale
Pour la discre´tisation spatiale de ce proble`me, le MINI-e´le´ment est e´galement employe´. Les
expressions (1.69), (1.87), (2.9) et (2.10) sont conside´re´es pour approximer les coordonne´es,
la pression, la vitesse et le tenseur des vitesses de de´formation.
La forme discre`te du syste`me correspondant a` cette approche s’e´crit alors :
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

∫
Ωt
ρ
(
vth − vt−∆th
∆t
)
.Nndω +
∫
Ωt
s
(
(vth)
l + (vth)
b
)
: Bndω +
∫
(∂ΩC)t
τ
(
(vth)
l
)
.NndS−∫
Ωt
ph.tr(Bn)dω = 0
∫
Ωt
ρ
(
vth − vt−∆th
∆t
)
.ϕedω +
∫
Ωt
s
(
(vth)
l + (vth)
b
)
: Bbedω −
∫
Ωt
ph.tr(Bbe)dω = 0
−
∫
Ωt
div
(
(vth)
l + (vth)
b
)
Nmdω = 0 .
(2.21)
b ) Discre´tisation temporelle
Dans le cas conside´re´, a` chaque instant t, Xt et V t−∆t sont suppose´s connus et V t et P t
re´sultent du syste`me (2.21) en appliquant la me´thode de Newton-Raphson. Ainsi, a` chaque
ite´ration k, un syste`me de type (2.22) doit eˆtre re´solu.


K
t(k)
V V +
1
∆tC
t(k)
V V K
t(k)
V b +
1
∆tC
t(k)
V b D
t(k)
V P
K
t(k)
bV +
1
∆tC
t(k)
bV K
t(k)
bb +
1
∆tC
t(k)
bb D
t(k)
bP
D
t(k)
PV D
t(k)
Pb 0




(∆V )t(k)
(∆V b)t(k)
(∆P )t(k)

 =
−


R
t(k)
V +
1
∆t(R
′
V )
t(k)(V t, V t−∆t)
R
t(k)
V b
+ 1∆t(R
′
V b
)t(k)(V t, V t−∆t)
R
t(k)
P


(2.22)
ou`
(R′V )
t(k)(V t, V t−∆t) =
∫
Ωt
ρ[(vth)
(k−1)−vt−∆th ].Nndω (2.23)
et
(R′V b)
t(k)(V t, V t−∆t) =
∫
Ωt
ρ[(vth)
(k−1)−vt−∆th ].ϕedω (2.24)
Pour la re´solution, la bulle est d’abord e´limine´e, (∆V )t(k) et (∆P )t(k) e´tant ensuite calcule´s
a` partir du syste`me re´sultant.
Les e´quation d’e´volution et les formules de re´actualisation sont les meˆmes que celles ex-
pose´es dans le cas quasi-statique pre´sente´ pre´ce´demment.
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Quand t = 0, X0 et V 0 doivent eˆtre connus, V −1 peut eˆtre conside´re´ comme e´tant ze´ro.
L’algorithme correspondant a` cette formulation dynamique se pre´sente sous la forme :
• Lecture de donne´es
• Initialisations
• Calcul incre´mental (boucle sur le pas de temps)
1 Calcul du champ de vitesse et de pression (boucle d’ite´ration de Newton-Raphson)
tant que ‖ R ‖> εprec
1.1 Calcul matrice (Hessien : Ht(k)1 = H
t(k) + 1∆tC
t(k)), le membre de gauche de
(2.22) apre`s l’e´limination de la bulle
1.2 Calcul re´sidu (Gradient : Rt(k)1 = R
t(k) + 1∆t(R
′)t(k)), le membre de droite de
(2.22) apre`s l’e´limination de la bulle
1.3 Re´solution (Solveur)


H
t(k)
1 (∆
′V )t(k) = −Rt(k)1 , (∆′V )t(k) =
(
(∆V )t(k)
(∆P )t(k)
)
,
V t(k) ← V t(k−1) + (∆V )t(k), P ← P +∆P
1.4 Recherche line´aire (Calcul de λ qui minimise ‖ R(V + λ∆V ) ‖)
1.5 Actualisation du contact
ﬁn tant que
2 Calcul des variables : ε, ...
3 Re´actualisation selon (2.19) et (2.20)
4 Remaillage (test)
Cette formulation dynamique a e´te´ imple´mente´e par Laurent D’alvise [18], a` partir de la
version quasi-statique du code Forge2, pour le cas du soudage inertiel. Ce travail a e´te´
adapte´ au cas du forgeage et inte´gre´ dans une version du code Forge2©r par Transvalor
S.A.
2.4.2 Formulation de type trape`ze
Une autre possibilite´ pour traiter le proble`me dynamique consiste a` exprimer l’acce´le´ration
de la manie`re suivante :
γt+
∆t
2 =
vt+∆t − vt
∆t
. (2.25)
Cette expression est issue de la the´orie des diﬀe´rences ﬁnies centre´es [6], [23], [3] et oﬀre
une meilleure approximation pour l’acce´le´ration que la relation (1.91).
Dans le cas de cette approche, le proble`me dynamique est e´crit sur le domaine Ωt+
∆t
2
comme suit :
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

∫
Ωt+
∆t
2
ρ
(
vt+∆t − vt
∆t
)
.v∗dω +
∫
Ωt+
∆t
2
s(vt+
∆t
2 ) : ε˙(v∗)dω+
∫
∂Ω
t+∆t2
C
τ(vt+
∆t
2 ).v∗dS −
∫
Ωt+
∆t
2
p.div(v∗)dω = 0
−
∫
Ωt+
∆t
2
div(vt+
∆t
2 ) p∗dω = 0 .
(2.26)
ou` la vitesse au centre de l’intervalle (t, t + ∆t) est conside´re´e comme e´tant la vitesse
moyenne de´ﬁnie par :
vt+
∆t
2 =
vt+∆t + vt
2
(2.27)
En conse´quence, le proble`me (2.26) prend la forme symbolique :


C(Xt+
∆t
2 )
(
V t+∆t − V t
∆t
)
+ R(Xt+
∆t
2 , V t+
∆t
2 ) + D(Xt+
∆t
2 )P t+∆t = 0
TD(Xt+
∆t
2 )
(
V t + V t+∆t
2
)
= 0 .
(2.28)
Une autre approximation est celle que nous adapterons par la suite : elle consiste a`
conside´rer le tenseur de´viateur des contraintes s(vt+
∆t
2 ) de´ﬁni par le meˆme type de formule
que la vitesse :
s(vt+
∆t
2 ) =
s(vt+∆t) + s(vt)
2
(2.29)
De la meˆme manie`re, la cission de frottement τ(vt+
∆t
2 ) est approxime´e par :
τ(vt+
∆t
2 ) =
τ(vt+∆t) + τ(vt)
2
(2.30)
a ) Discre´tisation spatiale
Pour cette formulation le MINI-e´le´ment est e´galement a` la base de la discre´tisation spatiale.
Par conse´quent, les formules utilise´es pour la discre´tisation des coordonne´es, des champs
de vitesse et pression, ainsi que celle concernant le tenseur des vitesses de de´formation
sont les meˆmes que celles pre´sente´es dans l’approche dynamique pre´ce´dente.
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Dans ce cadre, tenant compte des relations (2.29) et (2.30), le syste`me (2.26) prend la
forme symbolique :


C(Xt+
∆t
2 )
(
V t+∆t − V t
∆t
)
+
1
2
R(Xt+
∆t
2 , V t+∆t)+
1
2
R(Xt+
∆t
2 , V t) + D(Xt+
∆t
2 )P t+∆t = 0
TD(Xt+
∆t
2 )
(
V t + V t+∆t
2
)
= 0 .
(2.31)
b ) Discre´tisation temporelle
Pour la re´solution du syste`me (2.31) nous nous plac¸ons a` t+ ∆t2 et nous devons de´terminer
V t+∆t et P t+∆t en connaissant Xt et V t.
La me´thode de Newton-Raphson doit eˆtre e´galement applique´e, dans le cas de cette ap-
proche, pour trouver la solution du proble`me. Ainsi, a` chaque ite´ration, il faut re´soudre
un syste`me de type suivant :


1
2K
t+∆t
2
(k)
V V +
1
∆tC
t+∆t
2
(k)
V V K
t+∆t
2
(k)
V b +
1
∆tC
t+∆t
2
(k)
V b D
t+∆t
2
(k)
V P
K
t+∆t
2
(k)
bV +
1
∆tC
t+∆t
2
(k)
bV K
t+∆t
2
(k)
bb +
1
∆tC
t+∆t
2
(k)
bb D
t+∆t
2
(k)
bP
D
t+∆t
2
(k)
PV D
t+∆t
2
(k)
Pb 0




(∆V )t+∆t(k)
(∆V b)t+∆t(k)
(∆P )t+∆t(k)

 =
−


1
2R
t+∆t
2
(k)
V +
1
∆t(R
′
V )
t+∆t
2
(k)(V t+∆t, V t)
1
2R
t+∆t
2
(k)
V b
+ 1∆t(R
′
V b
)t+
∆t
2
(k)(V t+∆t, V t)
R
t+∆t
2
(k)
P


(2.32)
ou`
(R′V )
t+∆t
2
(k)(V t+∆t, V t) =
∫
Ωt+
∆t
2
ρ[(vt+∆th )
(k−1)−vth].Nndω (2.33)
et
(R′V b)
t+∆t
2
(k)(V t+∆t, V t) =
∫
Ωt+
∆t
2
ρ[(vt+∆th )
(k−1)−vth].ϕedω (2.34)
Dans ce cadre, Xt+
∆t
2 est calcule´ selon la formule :
Xt+
∆t
2 = Xt +
∆t
2
V t+
∆t
2 +
∆t2
8
Γt+
∆t
2 (2.35)
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ou` V t+
∆t
2 et Γt+
∆t
2 sont inconnus, ce qui implique un calcul des de´rive´es de domaine ou,
par exemple, une approximation de la formule (2.35), a` chaque ite´ration, selon :
Xt+
∆t
2
(k) = Xt +
∆t
2
V t+∆t(k−1) +
∆t2
8
Γt+
∆t
2
(k−1) (2.36)
La bulle est ensuite e´limine´e du syste`me re´sultant et (∆V )t+∆t(k) et (∆P )t+∆t(k) sont
calcule´s.
La re´actualisation des coordonne´es est fournie par la relation (1.79).
L’algorithme correspondant a` cette formulation dynamique se pre´sente sous la forme :
• Lecture de donne´es
• Initialisations
• Calcul incre´mental (boucle sur le pas de temps)
1 Calcul du champ de vitesse et de pression (boucle d’ite´ration de Newton-Raphson)
tant que ‖ R ‖> εprec
1.0 Calcul de Xt+
∆t
2
(k)
1.1 Calcul matrice (Hessien : H
t+∆t
2
(k)
2 =
1
2H
t+∆t
2
(k) + 1∆tC
t+∆t
2
(k)), membre de
gauche de (2.32) apre`s l’e´limination de la bulle
1.2 Calcul re´sidu (Gradient : R
t+∆t
2
(k)
2 =
1
2R
t+∆t
2
(k) + 1∆t(R
′)t+
∆t
2
(k)), membre de
droite de (2.32) apre`s l’e´limination de la bulle
1.3 Re´solution (Solveur)


H
t+∆t
2
(k)
2 (∆
′V )t+∆t(k) = −Rt+
∆t
2
(k)
2 , (∆
′V )t+∆t(k) =
(
(∆V )t+∆t(k)
(∆P )t+∆t(k)
)
,
V t+∆t(k) ← V t+∆t(k−1) + (∆V )t+∆t(k), P t+∆t(k) ← P t+∆t(k−1) + (∆P )t+∆t(k)
1.4 Recherche line´aire (Calcul de λ qui minimise ‖ R(V + λ∆V ) ‖)
1.5 Actualisation du contact
ﬁn tant que
2 Calcul des variables : ε, ...
3 Re´actualisation selon (1.79) et (2.20)
4 Remaillage (test)
Cette formulation d’ordre 2 est en principe plus pre´cise que celle expose´e pre´ce´demment,
par contre, sa mise en oeuvre est plus couˆteuse. En eﬀet, la relation (2.35) demande un
calcul de de´rive´es de domaine ou une approximation (i.e. supposer que la conﬁguration ne
change pas au cour d’une ite´ration de la me´thode de Newton-Raphson) ce qui peut devenir
trop couˆteux. Par ailleurs, le tenseur de´viateur des contraintes doit eˆtre pris en compte a`
t+ ∆t2 , ainsi que le calcul du frottement, ge´ne´rateur des nouveaux termes dans le syste`me
par rapport a` la formulation pre´ce´dente.
Pour faciliter le calcul, une premie`re approximation peut eˆtre conside´re´e.
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2.4.3 Premie`re approximation
Pour e´viter les complications qui apparaissent quand les inte´grales du syste`me sont cal-
cule´es sur le domaine Ωt+
∆t
2 , nous pouvons faire une approximation en calculant tout sur
Ωt.
a ) Discre´tisation spatiale
Dans ce cadre, en utilisant le MINI-e´le´ment, le syste`me (2.26) prend la forme symbolique
suivante :


C(Xt)
(
V t+∆t − V t
∆t
)
+
1
2
R(Xt, V t+∆t)
1
2
R(Xt, V t) + D(Xt)P t+∆t = 0
TD(Xt)
(
V t+V t+∆t
2
)
= 0 .
(2.37)
b ) Discre´tisation temporelle
A chaque instant t, en connaissant Xt et V t il faut en de´duire V t+∆t et P t+∆t.
Dans le cas pre´sent il n’est pas ne´cessaire de calculer des de´rive´es de domaine, comme dans
le cas pre´ce´dent.
Utilisant la me´thode de Newton-Raphson, a` chaque ite´ration, un syste`me de type (2.38)
est re´solu :


1
2K
t(k)
V V +
1
∆tC
t(k)
V V
1
2K
t(k)
V b +
1
∆tC
t(k)
V b D
t(k)
V P
1
2K
t(k)
bV +
1
∆tC
t(k)
bV
1
2K
t(k)
bb +
1
∆tC
t(k)
bb D
t(k)
bP
D
t(k)
PV D
t(k)
Pb 0




(∆V )t+∆t(k)
(∆V b)t+∆t(k)
(∆P )t+∆t(k)

 =
−


1
2R
t(k)
V +
1
∆t(R
′
V )
t(k)(V t+∆t, V t)
1
2R
t(k)
V b
+ 1∆t(R
′
V b
)t(k)(V t+∆t, V t)
R
t(k)
P


(2.38)
la bulle e´tant e´limine´e de manie`re classique.
Le re´actualisation de coordonne´es se fait de la meˆme manie`re, en utilisant la relation (1.79).
L’algorithme correspondant a` cette approche change par rapport a` celui de l’approche
pre´sente´ dans le paragraphe 2.4.2, b ), comme suit :
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• l’e´tape 1.0 n’est plus calcule´e
• l’e´tape 1.1 devient :
Calcul matrice (Hessien : Ht(k)21 =
1
2H
t(k) + 1∆tC
t(k)), le membre de gauche de (2.38)
apre`s l’e´limination de la bulle
• l’e´tape 1.2 devient :
Calcul re´sidu (Gradient : Rt(k)21 =
1
2R
t(k) + 1∆t(R
′)t(k)), le membre de droite de (2.38)
apre`s l’e´limination de la bulle
Par conse´quent, l’imple´mentation de cette approche est plus facile par rapport a` celle
pre´ce´dente et le calcul est moins couˆteux.
Dans le but de simpliﬁer encore la formulation (2.26), une deuxie`me approximation peut
eˆtre conside´re´e.
2.4.4 Deuxie`me approximation
Cette approximation consiste a` conside´rer s(vt+∆t) a` la place de s(vt+
∆t
2 ) et τ(vt+∆t) a` la
place de τ(vt+
∆t
2 ).
a ) Discre´tisation spatiale
Pour la discre´tisation spatiale le MINI-e´le´ment est toujours pre´serve´. Ainsi nous obtenons
la forme symbolique (2.39) du proble`me re´sultant de (2.26) pour l’approximation pre´sente.


C(Xt)
(
V t+∆t − V t
∆t
)
+ R(Xt, V t+∆t) + D(Xt)P t+∆t = 0
TD(Xt)V t+∆t = 0 .
(2.39)
En ce qui concerne la condition d’incompressibilite´, nous remarquons que l’approximation
faite pour simpliﬁer le proble`me nous me`ne a` calculer divXt(vt+∆t).
En re´alite´, l’incompressibilite´ est impose´e a` la vitesse cherche´e comme solution du proble`me,
autrement dit, a` la vitesse vt+∆t. Alors, pour imposer la condition d’incompressibilite´ avec
plus de pre´cision il faudrait calculer la divergence de la vitesse cherche´e par rapport aux
coordonne´es correspondantes Xt+∆t.
Cela implique une correction concernant la condition d’incompressibilite´.
Correction de l’incompressibilite´ :
Cette correction se fait selon l’expression :
divXt(V
t+∆t) = divXt+∆t(V
t+∆t)−Cr (2.40)
ou`
Cr ∼= −∆t trace
(
∂V t
∂Xt
· ∂V
t
∂Xt
)
(2.41)
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Plus d’explications concernant le calcul de cette correction se trouvent en Annexe C.
Tenant compte de toutes ces conside´rations le syste`me (2.26) prend la forme matricielle :


K
t(k)
V V +
1
∆tC
t(k)
V V K
t(k)
V b +
1
∆tC
t(k)
V b D
t(k)
V P
K
t(k)
bV +
1
∆tC
t(k)
bV K
t(k)
bb +
1
∆tC
t(k)
bb D
t(k)
bP
D
t(k)
PV D
t(k)
Pb 0




(∆V )t+∆t(k)
(∆V b)t+∆t(k)
(∆P )t+∆t(k)

 =
−


R
t(k)
V +
1
∆t(R
′
V )
t(k)(V t+∆t, V t)
R
t(k)
V b
+ 1∆t(R
′
V b
)t(k)(V t+∆t, V t)
R
t(k)
P + E
t(k)


(2.42)
ou`
Et(k) = −∆t
∫
Ωt
trace
(
∂V t
∂Xt
∂V t
∂Xt
)
.Nmdω (2.43)
La bulle est e´limine´e e´galement aﬁn de calculer (∆V )t+∆t et (∆P )t+∆t a` chaque ite´ration
de Newton-Raphson.
b ) Discre´tisation temporelle
Dans le cas actuel, V t+∆t et P t+∆t sont obtenus comme solution du syste`me (2.42) en
connaissant Xt et V t.
Les termes de comportement et de frottement en V t, ainsi que les termes en V t concernant
l’incompressibilite´ ne doivent plus eˆtre calcule´s dans cette approche, l’imple´mentation de
cette dernie`re e´tant alors plus rapide a` mettre en oeuvre.
La re´actualisation des coordonne´es suit, comme dans le cas pre´ce´dent, le sche´ma d’ordre
2, (1.79).
L’algorithme de cette approche diﬀe`re du pre´ce´dent par les e´tapes 1.1 et 1.2 qui de-
viennent :
1.1 Calcul matrice (Hessien : Ht(k)22 = H
t(k) + 1∆tC
t(k)), le membre de gauche de (2.42)
apre`s l’e´limination de la bulle
1.2 Calcul re´sidu (Gradient : Rt(k)22 = R
t(k) +
{
1
∆t(R
′)t(k)
Et(k)
), le membre de droite de
(2.42) apre`s l’e´limination de la bulle
L’imple´mentation de cette formulation a e´te´ re´alise´e en collaboration avec Sorin Popa pen-
dant son stage eﬀectue´ au CEMEF. Ce travail a e´te´ re´alise´ en utilisant comme base une
version quasi-statique axisyme´trique du logiciel Forge2.
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Dans ce sens, les modiﬁcations apporte´es au code sont, premie`rement, au niveau local et
concernent la contribution de la matrice de masse au hessien comme indique´ dans l’al-
gorithme pre´sente´ pre´ce´demment. Le second membre correspondant au cas quasi-statique
est e´galement modiﬁe´ en lui rajoutant les contributions de l’inertie, ainsi que les contribu-
tions re´sultant de la correction de la condition d’incompressibilite´. La re´actualisation des
coordonne´es est ensuite adapte´e a` cette nouvelle formulation. Le terme de second ordre,
concernant l’acce´le´ration (relation (1.79)), est pris en compte, dans le cas pre´sent.
Au niveau de la programmation, cette dernie`re formulation diﬀe`re de la formulation ex-
pose´e dans le paragraphe 2.4.1 par la fac¸on plus pre´cise d’imposer l’incompressibilite´, ainsi
que par la re´actualisation des coordonne´es.
2.5 Gestion du contact
Les interactions entre les outils et la matie`re inﬂuencent directement la de´formation du
mate´riau. Par conse´quent, l’analyse du contact pie`ce-outil repre´sente un point important
dans la re´solution du proble`me me´canique.
Dans ce paragraphe, nous proposons une bre`ve description de l’algorithme utilise´ dans
Forge2©r pour le traitement du contact. Ainsi, le contact est ge´re´ de manie`re incre´mentale
par une me´thode de pe´nalisation.
Une fonction distance, d, entre un noeud de la frontie`re, note´ nfr, et l’outil est de´ﬁnie :
– d > 0, si nfr est exte´rieur a` l’outil,
– d = 0, si nfr est sur l’outil,
– d < 0, si nfr est dans l’outil.
conforme´ment a` la ﬁgure (2.4).
d = 0
nfr
d > 0
d < 0
outil
n
Fig. 2.4 – De´ﬁnition de la fonction distance
A` chaque instant t, la condition de non-pe´ne´tration est e´crite de manie`re nodale et elle est
e´quivalente a` :
dt ≥ 0 . (2.44)
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L’analyse de contact se fait pour les noeuds frontie`res qui se trouvent a une distance
infe´rieure a` dpen de l’outil (2.5).
en contact
outil
dpen
noeuds non concerne´s par l’analyse du contact
noeuds susce´ptible de rentrer
Fig. 2.5 – Analyse du contact
Le de´placement des noeuds en contact, au cours d’un incre´ment de calcul, peut de´terminer
des pe´ne´trations dans l’outil a` la ﬁn de l’incre´ment. C’est pour cette raison qu’au de´but
de chaque intervalle (t, t + ∆t) il faut imposer que la condition de contact soit ve´riﬁe´e a`
la ﬁn de l’incre´ment. C’est-a`-dire, a` t, il est ne´cessaire d’imposer que :
dt+∆t ≥ 0 . (2.45)
Cette relation est line´arise´e comme suit :
dt+∆t = dt +
d(dt)
dt
∆t . (2.46)
En se plac¸ant dans un contexte ou` les outils sont non de´formables et en translation, la
condition de contact unilate´ral (2.45) devient, conforme´ment au calcul pre´sente´ dans [42] :
(vt − vtoutil).n−
dt
∆t
≤ 0 (2.47)
L’algorithme de contact teste si cette relation est ve´riﬁe´e et, si c’est le cas, un terme
de pe´nalisation est introduit dans l’e´quation d’e´quilibre, pour les noeuds susceptibles de
pe´ne´trer dans l’outil. Cela se traduit en e´crivant que l’e´quation dynamique de la manie`re
suivante :
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∫
Ω
ργt.v∗dω +
∫
Ω
st : ε˙∗dω −
∫
Ω
pt.div(v∗)dω−
∫
∂Ωc
τ.v∗dS + β
∫
∂Ωc
[(vt − vtoutil).n−
dt
∆t
]+n.v∗dS = 0
(2.48)
ou` β est le coeﬃcient de pe´nalisation et [x]+ =
x + |x|
2
.
Le contact est ge´re´ au niveau local en chacun des noeuds frontie`re du maillage.
Par la suite, quelques applications nume´riques sont pre´sente´es, aﬁn de valider la formula-
tion propose´e.
2.6 Exemples nume´riques
Trois formulations seront compare´es :
– la formulation quasi-statique (QS) de´crite dans (2.3)
– la formulation dynamique (DI) de´crite dans (2.4.1)
– la formulation dynamique (DI1) de´crite dans (2.4.4)
2.6.1 Test de compression
Le premier test auquel nous faisons re´fe´rence est un test de compression d’un cylindre en
acier de rayon 100 mm et de hauteur de 200 mm. Le maillage correspondant a` un quart
de pie`ce (la pie`ce e´tant syme´trique) est compose´ de 909 noeuds et 1672 e´le´ments.
Le processus est eﬀectue´ a` une vitesse constante de 100 mm · s−1.
Les proprie´te´s du mate´riau sont de´ﬁnis dans le tableau (2.1)
consistence K densite´ ρ sensibilite´ a` la vitesse de de´f.
(MPa · sm) (Kg/m3) index m
K = 16.1 ρ = 7600 m = 0.139
Tab. 2.1 – Proprie´te´s du mate´riau
Le contact conside´re´ est bilate´ral collant. Le calcul est eﬀectue´ avec chaque version de
logiciel pour trois pas de temps diﬀe´rents : dt = 10−2, dt = 10−3 et dt = 10−4.
Dans le cas dt = 10−2 les distributions des contraintes e´quivalentes issues des trois simu-
lations, apre`s 50% de de´formation, sont d’une qualite´ e´quivalente (ﬁgures 2.6(b), 2.6(c),
2.6(d)).
Le tableau (2.2) montre une bonne concordance des re´sultats obtenus avec les trois versions
de logiciels. Les notations suivantes sont faites : v.l. est la perte de volume, X(top) est la
coordonne´e du point exte´rieur en contact avec l’outil, X(bottom) est la coordonne´e du
point exte´rieur appartenant a` l’axe des abscisses, F est la force et σmaxeq , V
max, Pmax, εmaxeq
sont les valeurs maximales de la contrainte e´quivalente, de la vitesse, de la pression, ainsi
que de la de´formation e´quivalente.
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(a) e´chelle (b) Contrainte e´quivalente - cas
QS
(c) Contrainte e´quivalente - cas
DI1
(d) Contrainte e´quivalente - cas DI
Fig. 2.6 – Contraintes e´quivalentes -QS, DI1, DI
v.l. X(top) X(bottom) σmaxeq V
max Pmax F εmaxeq
QS 0.456% 125.39 146.85 44.56 150.36 57.68 238.49 1.64
DI 0.415% 125.48 146.86 44.54 148.28 57.74 239.76 1.65
DI1 0.65% 124.47 146.76 44.28 150.27 57.82 236.71 1.68
DI1/DI 0.991 0.99931 0.994 1.014 1.0013 0.98 1.03
DI1/QS 0.992 0.99938 0.993 1.002 1.002 0.99 1.036
DI/QS 1.0007 1.00006 0.994 0.986 1.00104 1.005 1.006
Tab. 2.2 – Re´sultats pour dt = 10−2
La vitesse du processus n’e´tant pas tre`s importante, l’inertie n’a pas un eﬀet tre`s visible
sur les re´sultats, ceux-ci e´tant presque les meˆmes dans le cas quasi-statique et dans les
deux cas dynamiques, pour cet exemple.
En ce qui concerne l’incompressibilite´ nous remarquons une diﬀe´rence assez importante a`
la ﬁn du processus. Le cas eﬀectue´ avec la formulation dynamique DI1, devrait aboutir a`
une perte de volume moins importante que pour les deux autres formulations. Les re´sultats
obtenus montrent le contraire a` la ﬁn de la simulation.
L’e´volution de la perte de volume au cours de chaque simulation est analyse´e dans la
ﬁgure (2.7). Dans les deux cas QS et DI les courbes sont voisines, la perte de volume e´tant
uniforme´ment repartie le long de la simulation.
Dans le cas dynamique DI1, une perte importante de volume est enregistre´e au premier
incre´ment, tandis que par la suite l’intervalle de variation de la perte de volume est infe´rieur
a` celui correspondant aux cas QS et DI. Cela montre que, globalement, la formulation DI1
pre´serve mieux l’incompressibilite´.
Le saut qui apparaˆıt au premier incre´ment s’explique par le fait que, dans cette formula-
tion, l’acce´le´ration intervient dans la re´actualisation des coordonne´es et elle a une valeur
conside´rable au de´but du calcul.
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Fig. 2.7 – Variation de la perte de volume en fonction de temps (pour dt = 10−2)
Pour e´viter ce phe´nome`ne, une correction est apporte´e a` la formulation DI1 : au premier
incre´ment seulement, l’acce´le´ration ne sera plus prise en compte dans la re´actualisation
des coordonne´es, celle-ci e´tant faite selon la relation (1.71).
L’e´volution de la perte de volume pour ce dernier cas est repre´sente´e dans la ﬁgure (2.7)
par la courbe note´e DI1-2. Nous remarquons eﬀectivement une ame´lioration concernant le
premier incre´ment et, implicitement, une ame´lioration du re´sultat ﬁnal.
Ce re´sultat prouve que l’incompressibilite´ est mieux pre´serve´e dans le cas de la formulation
de´crite dans le paragraphe 2.4.4 - formulation corrige´e au premier pas.
La ﬁgure (2.8) met en e´vidence l’e´volution de la force de forgeage en fonction de temps.
Une bonne similitude des re´sultats est trouve´e.
Fig. 2.8 – E´volution de la force de forgeage en fonction de temps (pour dt = 10−2)
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Dans les cas dynamiques DI et DI1 une croissance de la force est enregistre´e au premier
incre´ment par rapport au cas quasi-statique QS, dans ce dernier, l’acce´le´ration e´tant im-
portante au de´part.
En diminuant le pas de temps par un facteur de 10 (dt = 10−3), la pre´cision des re´sultats
augmente, comme l’indique le tableau (2.3).
v.l. X(top) X(bottom) σmaxeq V
max Pmax F εmaxeq
QS 0.046% 124.69 147.14 44.43 149.78 58.24 241.89 1.656
DI 0.045% 124.76 147.11 44.39 149.69 56.25 242.56 1.659
DI1 0.06% 124.72 147.10 44.43 149.91 58.30 242.44 1.661
DI1/DI 0.999 0.99999 1.0002 1.001 1.00085 0.999502 1.0012
DI1/QS 1.00024 0.99972 1 1.00086 1.00103 1.00227 1.003
DI/QS 1.00056 0.99979 0.999 0.9993 1.00017 1.0027 1.0018
Tab. 2.3 – Re´sultats pour dt = 10−3
Pour l’incompressibilite´, le meˆme phe´nome`ne remarque´ pour dt = 10−2 apparaˆıt dans le
cas de la formulation note´e DI1.
Les courbes concernant l’e´volution de la perte de volume au cours du temps sont pre´sente´es
dans la ﬁgure (2.9).
Fig. 2.9 – Variation de la perte de volume en fonction de temps (pour dt = 10−3)
On retrouve e´galement la courbe correspondant au cas DI1-2, cas pour lequel l’acce´le´ration
n’est pas prise en compte pour dans la re´actualisation des coordonne´es au premier incre´ment.
Dans ce cas, une ame´lioration est e´galement remarque´e.
La force de forgeage, dans chaque cas, varie au cours du temps selon les courbes pre´sente´es
dans la ﬁgure (2.10).
Dans les deux cas dynamique DI et DI1, une diﬀe´rence importante est signale´e au premier
incre´ment par rapport au cas quasi-statique QS. Cette diﬀe´rence s’explique, comme dans
le cas pre´ce´dent, par la pre´sence de l’acce´le´ration.
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Fig. 2.10 – E´volution de la force de forgeage en fonction de temps (pour dt = 10−3)
Pour le pas de temps de dt = 10−4, les re´sultats obtenus dans les trois cas QS, DI et DI1
sont expose´s dans le tableau (2.4).
v.l. X(top) X(bottom) σmaxeq V
max Pmax F εmaxeq
QS 0.0036% 124.66 147.17 44.428 149.76 58.25 242.34 1.659
DI 0.0034% 124.73 147.147 44.42 149.85 58.27 243.02 1.659
DI1 0.006% 124.72 147.146 44.425 149.87 58.34 243.007 1.660
DI1/DI 0.999919 0.99999 1.00012 1.0001 1.0012 0.99994 1.0006
DI1/QS 1.0048 0.99979 0.9999 1.0007 1.0015 1.00275 1.0006
DI/QS 1.00056 0.99984 0.9998 1.0006 1.0003 1.0028 1
Tab. 2.4 – Re´sultats pour dt = 10−4
En ce qui concerne la perte de volume, les courbes d’e´volution sont pre´sente´es sur la ﬁgure
(2.11) et le meˆme phe´nome`ne, rencontre´ dans les cas pre´ce´dent, est remarque´.
Les forces de forgeage, re´sultant des trois formulations compare´es ici, pour le cas de dt =
10−4, sont repre´sente´es dans la ﬁgure (2.12). Une forte croissance au premier incre´ment,
dans les deux cas dynamiques, est e´galement retrouve´e.
Avec la diminution du pas de temps, une diminution proportionnelle est trouve´e pour la
perte de volume ﬁnale, dans chacun des cas (ﬁgure (2.13)).
En conclusion, pour cet exemple, la formulation propose´e (correspondant a` DI1 et implici-
tement a` DI1-2) fournit des re´sultats cohe´rents (en terme de force de forgeage, contraintes
e´quivalentes, pression), tre`s comparables a` ceux issus des formulations note´es QS et DI.
En outre, cette nouvelle formulation (version DI1-2) pre´serve mieux l’incompressibilite´.
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Fig. 2.11 – Variation de la perte de volume en fonction de temps (pour dt = 10−4)
Fig. 2.12 – E´volution de la force de forgeage en fonction de temps (pour dt = 10−4)
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Fig. 2.13 – Re´partition de la perte de volume en fonction du pas de temps
2.6.2 Test de traction
Un autre exemple est celui d’un essai de traction eﬀectue´ sur une e´prouvette axisyme´trique
dont la ge´ome´trie est pre´sente´e sur la ﬁgure (2.14). Les parame`tres qui de´crivent le mate´riau
se trouvent dans le tableau (2.1).
Fig. 2.14 – Ge´ome´trie de l’e´prouvette initiale
Pour ce test, la vitesse du proce´de´ est de 1000 mm/s, l’inertie est donc plus importante
que dans le cas pre´ce´dent, son eﬀet e´tant tre`s visible sur les re´sultats obtenus.
Dans le cas quasi-statique (ﬁgure 2.15(b)) il est observe´ une apparition tre`s rapide de la
striction. Dans les deux cas dynamiques conside´re´s : le cas correspondant a` la formula-
tion note´e DI (ﬁgure 2.15(c)) et celui correspondant a` la formulation note´e DI1-2 (ﬁgure
2.15(d)), l’inertie freine la de´formation, ainsi la striction apparaˆıt plus tardivement que
dans le cas quasi-statique.
Cela explique la diﬀe´rence trouve´e entre les ge´ome´tries de l’e´prouvette a` approximative-
ment 9% de de´formation dans le cas quasi-statique et dans les cas dynamiques. Le diame`tre
de l’e´prouvette au niveau de la striction est plus grand d’un facteur 1.9 dans les cas dy-
namiques.
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(a) e´chelle (b) cas QS
(c) cas DI (d) cas DI1-2
Fig. 2.15 – Contraintes e´quivalentes a` 9% de de´formation - QS, DI, DI1-2
Si dans les cas dynamiques nous nous plac¸ons a` 1.9 × 9% de de´formation, alors nous
retrouvons le meˆme diame`tre de striction que dans le cas quasi-statique et les isovaleurs
des contraintes e´quivalentes sont tre`s comparables (ﬁgures 2.15(b), 2.16(b), 2.16(c)).
(a) e´chelle (b) cas DI (c) cas DI1-2
Fig. 2.16 – Contraintes e´quivalentes a` 1.9× 9% de de´formation - DI, DI1-2
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En ce qui concerne l’incompressibilite´, nous remarquons, comme dans l’exemple pre´ce´dent,
que notre formulation fournit les meilleurs re´sultats :
QS DI DI1-2
v.l. 0.0204 % 0.00816 % 0.00360 %
Tab. 2.5 – Perte de volume a` 9% de de´formation
2.6.3 Forgeage
Par la suite, deux exemples seront pre´sente´s dans le but de mettre en relief l’importance
de l’inertie pour certains processus.
a ) Premier exemple
Un autre exemple est conside´re´ pour valider la formulation propose´e, note´e par DI1, res-
pectivement DI1-2 tenant compte de la correction concernant la re´actualisation des coor-
donne´es au premier incre´ment.
Cet exemple est eﬀectue´ avec la formulation corrige´e, DI1-2, et correspond a` un test de
compression pour lequel l’outil pre´sente une forme particulie`re (ﬁgure 2.17).
Fig. 2.17 – Ge´ome´trie initiale pie`ce-outil
La pie`ce est le meˆme cylindre que celui utilise´ pour le test pre´ce´dent de compression. Le
meˆme maillage est pris en compte. Le mate´riau a les proprie´te´s pre´sente´es dans le tableau
(2.1).
La vitesse du processus correspond a` 1000 mm/s. Un frottement de Norton est utilise´, le
coeﬃcient de frottement e´tant αf = 0.1. Le pas de temps est dt = 10−4 s. Le remailleur
automatique est utilise´.
Dans ce cas l’inertie joue un roˆle important. La matrice de forgeage est rempli correctement,
dans la partie haute, seulement pour les cas dynamiques. L’inertie freine l’e´coulement de
la matie`re, celle-ci e´tant implicitement pousse´e vers la partie centrale et haute de la pie`ce.
De cette manie`re, la matie`re remplit plus rapidement la partie haute de la matrice de
forgeage.
Ce phe´nome`ne est bien mis en e´vidence dans les ﬁgures (2.18(b)), (2.18(c)), (2.18(d)).
Les isovaleurs des contraintes e´quivalentes pre´sente´es dans ces ﬁgures montrent une bonne
concordance entre les re´sultats obtenus, surtout pour les cas dynamiques.
La perte de volume pour les trois formulations est pre´sente´e dans le tableau (2.6).
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(a) e´chelle (b) cas QS
(c) cas DI (d) cas DI1-2
Fig. 2.18 – Contraintes e´quivalentes - QS, DI, DI1-2
QS DI DI1-2
v.l. 0.19 % 0.22 % 0.1 %
Tab. 2.6 – Perte de volume pour le premier exemple de forgeage
On remarque une meilleure conservation du volume dans le cas de la formulation DI1-2.
En revanche, cette approche est 30% moins rapide que les deux autres.
b ) Deuxie`me exemple
Ce deuxie`me test nous permettra d’observer plus clairement l’eﬀet de l’inertie dans un cas
de remplissage d’une matrice de forgeage.
Dans ce sens, nous conside´rons la ge´ome´trie pie`ce-outil suivante (ﬁgure 2.19).
Fig. 2.19 – Ge´ome´trie initiale
Nous nous situons dans les meˆmes conditions que dans l’exemple pre´ce´dent, a` la seule
diﬀe´rence que le coeﬃcient de frottement est de αf = 0.2.
69
2.6 Exemples nume´riques
Comme pre´ce´demment, la partie haute du moule n’est remplie que dans les cas dynamiques
graˆce a` l’inertie. En outre, l’eﬀet de l’inertie peut eˆtre remarque´ sur les proﬁls des bombe´s
forme´s a` la ﬁn des simulations, pour les trois cas conside´re´s, comme montre la ﬁgure (2.20).
Fig. 2.20 – Comparaison des proﬁls ﬁnaux
Les re´sultats issus des simulations dans les trois cas conside´re´s sont tre`s cohe´rents. Les ﬁ-
gures (2.21(b)), (2.21(c)) et (2.21(d)) montrent les re´partitions des contraintes e´quivalentes.
Une bonne concordance est remarque´e.
(a) e´chelle (b) cas QS
(c) cas DI (d) cas DI1-2
Fig. 2.21 – Contraintes e´quivalentes - QS, DI, DI1-2
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Le tableau (2.7) pre´sente les pertes de volume enregistre´s dans tous les trois cas.
QS DI DI1-2
v.l. 0.1 % 0.12 % 0.06 %
Tab. 2.7 – Perte de volume pour le deuxie`me exemple de forgeage
Une meilleure conservation du volume est constate´e dans le cas de la formulation DI1-2.
Comme dans le cas pre´ce´dent, cette formulation est 20% moins rapide que les formulations
standard.
2.7 Conclusion
Nous avons pre´sente´ dans ce chapitre plusieurs formulations implicites concernant la simu-
lation nume´rique de processus de forgeage. Une formulation quasi-statique et une formula-
tion dynamique a` la base des deux versions du logiciel Forge2©r sont brie`vement de´crites. Ce
sont les versions de re´fe´rence pour les trois autres formulations dynamiques que nous propo-
sons. Dans ces nouvelles approches, l’acce´le´ration intervenant dans l’e´quation d’e´quilibre
est exprime´e en fonction de la vitesse par un sche´ma aux diﬀe´rences ﬁnies centre´es sur
chaque intervalle de temps [t, t + ∆t]. Ceci entraˆıne la re´solution du proble`me sur le do-
maine Ωt+
∆t
2 en tenant compte d’une vitesse vt+
∆t
2 ainsi que d’un comportement et d’un
frottement calcule´s au meˆme moment t + ∆t2 . Cette approche pre´sente l’avantage d’eˆtre
pre´cise, mais, en meˆme temps, a l’inconve´nient d’eˆtre plus couˆteuse.
Dans le but de la simpliﬁer, deux approximations sont envisage´es. La premie`re concerne le
domaine de re´solution et permet d’e´viter les de´rive´es de domaine qui compliquent le calcul.
La deuxie`me (inte´gre´e dans une version du logiciel Forge2) consiste a` conside´rer la vitesse
(et implicitement le comportement et le frottement) a` la ﬁn de l’intervalle [t, t+∆t]. Dans
ce contexte, une correction est propose´e a` la condition d’incompressibilite´ aﬁn d’avoir une
meilleure conservation du volume.
Les exemples nume´riques pre´sente´s et analyse´s, soulignent, d’un coˆte´, l’ame´lioration ap-
porte´e en terme d’incompressibilite´ et, d’un autre coˆte´, le roˆle joue par l’inertie lors d’un
processus de forgeage plus complexe (ici, le cas d’un remplissage d’une matrice de for-
geage).
La formulation dynamique propose´e fournit des re´sultats satisfaisants en comparaison aux
formulations de´ja` existantes, mais le temps de calcul augmente de 10% a` 25%.
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Chapitre 3
Pre´sentation d’une formulation
partiellement explicite
3.1 Introduction
Les codes implicites repre´sentent un outil classique de calcul pour la simulation nume´rique
du processus de forgeage. Toutefois, des travaux ont e´te´ re´alise´s utilisant des codes expli-
cites. Ces travaux portent, en ge´ne´ral, sur des mate´riaux e´lastoplastiques [29], [67]. Pour
le cas des mate´riaux viscoplastiques aucune re´fe´rence n’a e´te´ trouve´e.
Notre travail a pour but principal l’analyse des me´thodes explicites dans le contexte du
forgeage a` chaud a` grande vitesse.
Dans l’e´tat de l’art actuel, une re´solution comple`tement explicite du proble`me de forgeage
a` chaud ne semble gue`re possible, a` cause de l’incompressibilite´ qui s’impose dans ce cas
de ﬁgure.
En conse´quence, une formulation dynamique partiellement explicite en acce´le´ration/pression
fait l’objet de notre travail. Cette approche est pre´sente´e et analyse´e dans ce chapitre.
La formulation propose´e a e´te´ inte´gre´e dans une version 2D axisyme´trique du code Forge2©r.
Des exemples nume´riques mettront en e´vidence la validite´ de cette approche. Les re´sultats
seront compare´s avec ceux issus des formulations implicites quasi-statique et dynamiques
(QS, DI et DI1-2) pre´sente´es dans le chapitre pre´ce´dent.
3.2 Formulation mixte acce´le´ration/pression pour un mate´-
riau viscoplastique
3.2.1 Formulation me´canique
Nous nous plac¸ons dans le cadre ge´ne´ral pre´sente´ dans le paragraphe 2.2. Le comportement
du mate´riau est de´crit par la loi de Norton-Hoﬀ (1.6). L’e´quilibre dynamique est de´ﬁni par
la relation (1.25).
3.2 Formulation mixte acce´le´ration/pression pour un mate´riau viscoplastique
Les conditions aux frontie`res correspondant a` la surface libre et a` l’interface pie`ce-outil
sont exprime´es par les relations (2.2) et (2.3). Un frottement de type Norton (2.4) est
e´galement utilise´.
Les inconnues de la formulation propose´e e´tant l’acce´le´ration et la pression, les termes de
rhe´ologies sont connus a` l’instant t et le comportement du mate´riau n’introduit pas de
non-line´arite´, comme dans le cas des formulations vitesse/pression.
Dans le contexte d’une formulation acce´le´ration/pression, la condition d’incompressibilite´
doit eˆtre exprime´e en termes d’acce´le´ration. En diﬀe´rentiant la condition d’incompressibi-
lite´ classique (1.83) par rapport au temps, conforme´ment a` [11], [12], nous obtenons :
d
dt
(div(v)) =
∑
i
∂γi
∂xi
−
∑
i,j
∂vi
∂xj
· ∂vj
∂xi
. (3.1)
ce qui est e´quivalent a` la relation en acce´le´ration (1.85). Les de´tails du calcul sont pre´sente´s
en Annexe B.
Dans ces conditions le proble`me e´tudie´ devient :


ρ(γ − g)− div(s) + grad(p) = 0 sur Ω
div(γ)− tr
(
∂v
∂x
· ∂v
∂x
)
= 0 sur Ω
σn = 0 sur ∂Ωl
(v − voutil).n = vs.n ≤ 0 sur ∂Ωc
τ = −αfK|vs|q−1vs sur ∂Ωc
(3.2)
En ne´gligeant la gravite´, la forme inte´grale du proble`me dynamique correspond a` :


∫
Ω
ργ.v∗dω −
∫
Ω
p.div(v∗)dω = −
∫
Ω
s(v) : ε˙(v∗)dω +
∫
∂ΩC
τ.v∗dS
−
∫
Ω
div(γ).p∗dω = −
∫
Ω
tr
(
∂v
∂x
· ∂v
∂x
)
.p∗dω .
(3.3)
quels que soient v∗ et p∗.
Ce syste`me est syme´trique en γ et p.
3.2.2 Discre´tisation en e´le´ments ﬁnis
Le MINI-e´le´ment est utilise´ pour la discre´tisation spatiale de cette formulation. Dans ce
contexte, les coordonne´es, les vitesses, les pressions et le tenseur des vitesses de de´formation
sont approxime´s conforme´ment au paragraphe 2.3.1.
La discre´tisation de l’acce´le´ration
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Aﬁn d’obtenir la discre´tisation de l’acce´le´ration, la relation (2.9) est diﬀe´rentie´e par rapport
au temps, ce qui implique :
dvh
dt
= γh =
Nbnoe∑
n=1
ΓnNn +
Nbel∑
e=1
Γbeϕe +
Nbel∑
e=1
V be
dϕe
dt
. (3.4)
Pour eﬀectuer cette ope´ration nous nous sommes place´s dans un contexte ALE (Arbitrary
Lagrangian-Eulerian) [12], [56], [61] . Dans ce cadre, la vitesse de la matie`re vh est diﬀe´rente
de celle du maillage vg.
Ainsi, sur chaque e´le´ment Ωe, on conside`re (voir ﬁgure (3.1)) :
3′
1
t
CG
t +∆t
2′
1′
grille
matie`reC ′G
3
2
Fig. 3.1 – Cadre ALE de´ﬁni sur un e´le´ment
– les noeuds 1, 2 et 3 sont lie´s a` la matie`re, alors :
V matm = V
g
m = Vm, m = 1, 2, 3 (3.5)
et ainsi :
dVm
dt
= Γm (3.6)
– pour le noeud correspondant au centre de gravite´ CG, la matie`re devrait se de´placer
avec une vitesse V matCG 	= V
g
CG
, ou`
V gCG =
1
3
(V1 + V2 + V3) (3.7)
et
V matCG =
1
3
(V1 + V2 + V3)+V be (3.8)
Pour calculer le troisie`me terme de (3.4), pour chaque e´le´ment Ωe, la de´ﬁnition de la
de´rive´e de grille (ALE) [26], [57] est prise en compte. Ainsi, on peut e´crire :
dgϕe
dt
=
dϕe
dt
− grad(ϕe)(vh − vg) (3.9)
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ou`
vg =
3∑
m=1
VmNm . (3.10)
Nous tenons compte du faite que
dgϕe
dt
= 0, ce qui implique :
dϕe
dt
= grad(ϕe)V be ϕe . (3.11)
Pour des raisons de simplicite´, nous e´crivons la relation (3.4) comme suit :
γh = γ1h + γ
2
h (3.12)
avec
γ1h =
Nbnoe∑
n=1
ΓnNn +
Nbel∑
e=1
Γbeϕe (3.13)
et
γ2h =
Nbel∑
e=1
V be
dϕe
dt
. (3.14)
3.2.3 Traitement de la bulle
En se´parant les diﬀe´rentes contributions, le syste`me (3.3) devient :


∫
Ω
ργh.v
l∗
h dω −
∫
Ω
ph.div(vl∗h )dω = −
∫
Ω
s(vlh + v
b
h) : ε˙(v
l∗
h )dω
+
∫
∂ΩC
τ lh.v
l∗
h dS
∫
Ω
ργh.v
b∗
h dω −
∫
Ω
ph.div(vb∗h )dω = −
∫
Ω
s(vlh + v
b
h) : ε˙(v
b∗
h )dω
−
∫
Ω
div(γh)p∗hdω = −
∫
Ω
tr
(
∂(vlh + v
b
h)
∂x
· ∂(v
l
h + v
b
h)
∂x
)
p∗hdω ,
(3.15)
quels que soient vl∗h , v
b∗
h et p
∗
h, ou` τ(v
l
h) est note´ τ
l
h.
En utilisant les formules de discre´tisation pre´sente´es ci-dessus, nous obtenons 3Nbnoe +
2Nbel e´quations mixtes :
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

∫
Ω
ργh.Nndω −
∫
Ω
ph.tr(Bn)dω = −
∫
Ω
s(vlh + v
b
h) : Bndω
−
∫
∂ΩC
τ lh.NndS
∫
Ω
ργh.ϕedω −
∫
Ω
ph.tr(Bbe)dω = −
∫
Ω
s(vlh + v
b
h) : B
b
edω
−
∫
Ω
div(γh)Nmdω = −
∫
Ω
tr
(
∂(vlh + v
b
h)
∂x
· ∂(v
l
h + v
b
h)
∂x
)
Nmdω .
(3.16)
Dans cette dernie`re formulation, pour chaque e´le´ment, l’inertie intervient par les termes
suivants :
∫
Ωe
γhNndω =
∫
Ωe
γ1hNndω +
∫
Ωe
γ2hNndω (3.17)
et
∫
Ωe
γhϕedω =
∫
Ωe
γ1hϕedω +
∫
Ωe
γ2hϕedω . (3.18)
Les termes concernant γ1h sont calcule´s classiquement, tandis que ceux concernant γ
2
h sont
analyse´s par la suite (leur calcul de´taille´ est pre´sente´ en Annexe D).
Le deuxie`me terme de (3.17) donne :
∫
Ωe
γ2hNndω = −
1
12
V be grad(Nn)V
b
e [Ωe] (3.19)
ou` [Ωe] repre´sente la surface du domaine Ωe. En supposant que V be est suﬃsamment petit,
ce terme peut-eˆtre ne´glige´ en premie`re approximation.
Le deuxie`me terme de (3.18) est nul.
Conside´rons maintenant l’e´quation d’incompressibilite´ du syste`me (3.16), les termes conte-
nant l’acce´le´ration peuvent se re´e´crire comme :
∫
Ωe
div(γh)Nmdω =
∫
Ωe
div(γ1h)Nmdω +
∫
Ωe
div(γ2h)Nmdω . (3.20)
La dernie`re inte´grale de (3.20) est nulle, selon les calculs expose´s en Annexe D.
Cette analyse montre qu’un seul terme concernant γ2h est non nul. De plus, si V
b
e est
suﬃsamment petit, la contribution de ce terme peut eˆtre ne´glige´e, comme V be apparaˆıt au
carre´ dans (3.19). En conse´quence, par la suite, nous retiendrons l’approximation suivante
pour (3.4) :
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γh ∼= γlh + γbh =
Nbnoe∑
n=1
ΓnNn(ξ) +
Nbel∑
e=1
Γbeϕe = γ
1
h (3.21)
ou` γbh repre´sente l’acce´le´ration au centre de gravite´ de l’e´le´ment .
3.2.4 La proprie´te´ d’orthogonalite´ de la bulle
Pour chaque e´le´ment, la proprie´te´ d’orthogonalite´ de la bulle :
∫
Ωe
T : ε˙(vbh)dω = 0 (3.22)
est satisfaite pour tout tenseur T , de composantes constantes dans Ωe (P 0(Ωe)).
Pour de´montrer (3.22), la formule de Green est applique´e :
∫
Ωe
T : ε˙(vbh)dω = −
∫
Ωe
div(T )vbhdω +
∫
∂Ωe
T.n vbhdS . (3.23)
Les composantes de T e´tant en P 0(Ωe), nous en de´duisons que div(T ) = 0. En conse´quence,
la premie`re inte´grale du second membre de (3.23) est e´gale a` ze´ro. Quant a` la deuxie`me
inte´grale du second membre, sa valeur est e´galement nulle, comme vbh s’annule sur la
frontie`re de l’e´le´ment, par de´ﬁnition.
Cette proprie´te´ sert a` simpliﬁer le syste`me (3.15). En remplac¸ant s par la loi de compor-
tement (1.6) dans le syste`me (3.15), nous obtenons :
−
∫
Ω
s(vlh + v
b
h) : ε˙(v
l∗
h )dω = −
∫
Ω
2K
(√
3ε˙(vlh + v
b
h)
)m−1
ε˙(vlh) : ε˙(v
l∗
h )dω
−
∫
Ω
2K
(√
3ε˙(vlh + v
b
h)
)m−1
ε˙(vbh) : ε˙(v
l∗
h )dω
(3.24)
a` partir de la premie`re e´quation, et
−
∫
Ω
s(vlh + v
b
h) : ε˙(v
b∗
h )dω = −
∫
Ω
2K
(√
3ε˙(vlh + v
b
h)
)m−1
ε˙(vlh) : ε˙(v
b∗
h )dω
−
∫
Ω
2K
(√
3ε˙(vlh + v
b
h)
)m−1
ε˙(vbh) : ε˙(v
b∗
h )dω
(3.25)
a` partir de la deuxie`me.
Dans chacune de ces e´quations un terme sera e´limine´s a` l’aide de la proprie´te´ d’orthogo-
nalite´.
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Cas line´aire
Dans le cas newtonien (m = 1), le terme T = 2Kε˙(vl∗h ) est constant sur Ωe. Par conse´quent,
la deuxie`me inte´grale du second membre de (3.24) est e´gale a` ze´ro, en vertu de la proprie´te´
d’orthogonalite´.
Le meˆme raisonnement applique´ pour T ′ = 2Kε˙(vlh) nous me`ne a` de´duire que la premie`re
inte´grale de (3.25) est e´galement nulle.
Cas non line´aire
Dans le cas non-line´aire (m 	= 1), les termes T = 2K (√3ε˙(vlh + vbh))m−1 ε˙(vl∗h ) et T ′ =
2K
(√
3ε˙(vlh + v
b
h)
)m−1
ε˙(vlh) ne ve´riﬁent plus la proprie´te´ d’orthogonalite´, a` cause de la
contribution de la bulle dans la partie non line´aire de chacun.
Ne´anmoins, la deuxie`me inte´grale de (3.24) et la premie`re inte´grale de (3.25) seront
ne´glige´es par la suite.
Cette de´marche s’appuie sur une analyse eﬀectue´e dans le cas quasi-statique [48], qui
montre qu’une approximation de type :
(√
3ε˙(vlh + v
b
h)
)m−1 ∼= (√3ε˙(vlh))m−1 (3.26)
est justiﬁe´e. De la sorte, la contribution de la bulle est e´limine´e des termes non line´aires,
ce qui permet ensuite de raisonner comme dans le cas line´aire.
Cette approximation sera e´galement utilise´e dans tous nos calculs concernant les termes
de comportement.
La proprie´te´ d’orthogonalite´ est ve´riﬁe´e en formulation plane. Par contre, notre travail est
re´alise´ dans un cadre axisyme´trique. Pour cette raison, tous les aspects analyse´s ci-dessus
seront discute´s par la suite dans un cadre axisyme´trique.
a ) Cadre axisyme´trique
En approximation 2D axisyme´trique, (r,z) repre´sentent les coordonne´es spatiales, les com-
posantes du vecteur vitesse sont vr et vz, vθ e´tant conside´re´ nul et les composantes du
vecteur acce´le´ration sont γr et γz, respectivement.
Le tenseur vitesse de de´formation s’e´crit dans ce contexte :
ε˙(v) =


∂vr
∂r
0
1
2
(
∂vr
∂z
+
∂vz
∂r
)
0
vr
r
0
1
2
(
∂vr
∂z
+
∂vz
∂r
)
0
∂vz
∂z


(3.27)
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Dans ce cas, les composantes du tenseur ε˙(v) ne sont pas toutes en P 0(Ωe), ce qui implique
que T et T ′ ne sont pas constants. Par conse´quent, la proprie´te´ d’orthogonalite´ n’est pas
satisfaite.
Ne´anmoins, dans [48], Etienne Perchat a analyse´ les re´sultats obtenus dans le cas quasi-
statique axisyme´triques avec et sans ces termes. Il a remarque´ que nume´riquement les
diﬀe´rences ne sont pas signiﬁcatives.
A partir de son analyse, dans un premier temps, ces termes seront ne´glige´s.
b ) Autres termes ne´glige´s
Pour simpliﬁer la formulation, dans une premie`re version, nous introduisons l’approxima-
tion suivante :
−
∫
Ω
tr
(
∂vh
∂x
· ∂vh
∂x
)
Nmdω ∼= −
∫
Ω
tr
(
∂vlh
∂x
· ∂v
l
h
∂x
)
Nmdω (3.28)
supposant que vbh est suﬃsamment petit.
Prenant en compte toutes ces simpliﬁcations, nous de´duisons :


∫
Ω
ργlh.Nndω+
∫
Ω
ργbh.Nndω−
∫
Ω
ph.tr(Bn)dω =
−
∫
Ω
2K(
√
3ε˙(vlh))
m−1ε˙(vlh) : Bndω −
∫
∂ΩC
τ lh.NndS
∫
Ω
ργlh.ϕedω+
∫
Ω
ργbh.ϕedω−
∫
Ω
ph.tr(Bbe)dω =
−
∫
Ω
2K(
√
3ε˙(vlh))
m−1ε˙(vbh) : B
b
edω
−
∫
Ω
div(γlh)Nmdω+
∫
Ω
div(γbh)Nmdω = −
∫
Ω
tr
(
∂vlh
∂x
∂vlh
∂x
)
Nmdω
(3.29)
a` partir de (3.16).
Le de´tail des calculs concernant la construction du syste`me line´aire (3.29) ainsi que des
indications sur la programmation sont pre´sente´s en Annexe E.
3.2.5 L’e´limination de la bulle
La formulation discre`te (3.29) peut se re´e´crire sous la forme matricielle :

 CΓΓ CΓb DΓPCbΓ Cbb DbP
DPΓ DPb 0



 ΓΓb
P

 = −

 RΓRΓb
RP

 (3.30)
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ou` Γ est le vecteur acce´le´ration nodale, Γb est le vecteur acce´le´ration bulle et P est le
vecteur pression nodale.
La bulle e´tant locale a` chaque e´le´ment, dans le syste`me (3.30) les termes qui lui sont
associe´s sont e´limine´s au niveau de l’e´le´ment.
Premie`rement, Γb est e´value´ en fonction de Γ et P :
Γb = −C−1bb (RΓb +CbΓΓ+DbPP ) (3.31)
a` partir de la deuxie`me e´quation de (3.30).
Cette expression est ensuite introduite dans les deux autres e´quations du syste`me (3.30)
aﬁn d’obtenir un syste`me avec seulement Γ et P comme inconnues.
Ainsi, nous e´crivons :
(
C ′ΓΓ D
′
ΓP
TD′ΓP EPP
)(
Γ
P
)
= −
(
R′Γ
R′P
)
(3.32)
avec 3Nbnoe inconnues, ou` :


C ′ΓΓ = CΓΓ − CΓbC−1bb CbΓ
D′ΓP = DΓP − CΓbC−1bb DbP
−R′Γ = −RΓ + CΓbC−1bb RΓb
EPP = −DPbC−1bb DbP
−R′P = −RP + DPbC−1bb RΓb .
(3.33)
Le syste`me obtenu est line´aire et, en conse´quence, ne ne´cessite pas l’utilisation d’un algo-
rithme de Newton-Raphson.
3.2.6 Condensation de la matrice de masse
Pour re´soudre le syste`me (3.30) il est ne´cessaire d’inverser une matrice a` chaque incre´ment.
Dans le cas des me´thodes comple`tement explicites, la matrice a` inverser n’e´tant pas dia-
gonale, les me´thodes dite de ”mass lumping”, pre´sente´es dans le premier chapitre, sont
tre`s attractives [11], [74]. Pour notre approche, une diagonalisation de la matrice globale
du syste`me (3.30) n’est pas possible, car la condition d’incompressibilite´ ne serait plus
correctement impose´e.
Par conse´quent, les techniques de ”mass lumping” peuvent eˆtre utilise´es uniquement pour
rendre diagonale la matrice de masse, mais cette de´marche n’est pas indispensable.
Dans le cas ou` ces techniques sont employe´es pour notre formulation, il faut les appliquer
au niveau de l’e´le´ment, apre`s l’e´limination de la bulle. Dans le cas contraire, la forme
diagonale se perd apre`s l’e´limination de la bulle, conforme´ment a` la premie`re e´quation de
(3.33).
81
3.2 Formulation mixte acce´le´ration/pression pour un mate´riau viscoplastique
La me´thode classique est employe´e :
LCij = δij
∑
k
Cik. (3.34)
Des tests ont e´te´ eﬀectue´s avec et sans cette condensation de la matrice de masse. On ne
trouve pas de diﬀe´rences signiﬁcatives entre les re´sultats.
3.2.7 Inte´gration temporelle :
A l’instant t, en supposant Xt et V t connus, la re´solution du syste`me (3.32) permet de
calculer Γt et P t.
Les sche´mas classiques utilise´s dans le cadre des me´thodes explicites pour la re´actualisation
des variables a` l’instant t +∆t sont :
V t+
∆t
2 = V t−
∆t
2 +∆tΓt (3.35)
et
Xt+∆t = Xt+∆tV t+
∆t
2 (3.36)
Si l’on envisage d’appliquer ces sche´mas a` notre formulation, alors, il faudrait exprimer V t
en fonction de V t−
∆t
2 :
V t = V t−
∆t
2 +
∆t
2
Γt (3.37)
Par ce type de sche´ma l’acce´le´ration (l’inconnue) apparaˆıt dans les termes de comporte-
ment. Par conse´quent, le syste`me re´sultant n’est plus line´aire alors que le but de notre
formulation en acce´le´ration est d’obtenir un syste`me line´aire.
Ainsi, nous conside´rons que :
V t+
∆t
2 =
1
2
(
V t + V t+∆t
)
(3.38)
ce qui implique :
Xt+∆t = Xt+
1
2
∆t(V t+V t+∆t) = Xt+∆tV t+
1
2
(∆t)2Γt (3.39)
qui fournit un sche´ma d’ordre 2 pour les coordonne´es.
Pour les vitesses et les de´formations, les sche´mas d’ordre 1 suivants seront utilise´s :
V t+∆t = V t+∆tΓt (3.40)
εt+∆t = εt+∆tε˙t . (3.41)
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L’algorithme de l’approche
L’algorithme de la formulation propose´e se pre´sente sous la forme :
• Lecture de donne´es
• Initialisations
• Calcul incre´mental (boucle sur le pas de temps)
1.1 Calcul matrice (Hessien : (C ′)tΓΓ, (D
′)tΓP , E
t
PP ), le membre gauche de (3.32) apre`s
l’e´limination de la bulle
1.2 Calcul re´sidu (Gradient : (R′)tΓ, (R
′)tP ), le membre droit de (3.32) apre`s l’e´limination
de la bulle
(1.3 Condensation de la matrice de masse)
1.4 Re´solution (Solveur direct), calcul de Γt et P t
1.5 Actualisation du contact
2 Calcul des variables : ε, ...
3 Re´actualisation selon (3.39), (3.40) et (3.41)
4 Remaillage (test)
3.2.8 La gestion du contact
Dans le cadre de la formulation pre´sente´e, le contact est traite´ e´galement de manie`re
incre´mentale par une me´thode de pe´nalisation. Le raisonnement de´crit brie`vement dans
le chapitre 2 est applique´ dans le contexte actuel. Ainsi, a` chaque instant t on impose la
condition (2.45) pour la distance de contact dt+∆t a` la ﬁn de l’incre´ment.
La diﬀe´rence vient du fait que cette condition est exprime´e a` l’aide d’un sche´ma d’ordre
2, comme suit :
dt+∆t = dt +
d(dt)
dt
∆t +
1
2
d2(dt)
dt2
∆t2 (3.42)
Conside´rant la distance de´ﬁnie par d = MM ′.n (voir ﬁgure (3.2)), la relation (3.42) prend
la forme :
dt+∆t = dt +
d(MM
′t.n)
dt
∆t +
1
2
d2(MM
′t.n)
dt2
∆t2
= dt +
d((M
′t −M t).n)
dt
∆t +
1
2
d2((M
′t −M t).n)
dt2
∆t2
(3.43)
Comme nous travaillons dans un cadre ou` l’outil reste rigide et en translation, on peut
conside´rer que
dn
dt
, qui re´sulte du calcul ci-dessus, est nul.
En conse´quence, la condition de non-pe´ne´tration du deuxie`me ordre s’e´crit :
(vt − vtoutil).n+ (
∆t
2
γt).n− d
t
∆t
≤ 0 (3.44)
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d > 0
n
d = 0
outil
M ′ M
d < 0
Fig. 3.2 – De´ﬁnition de la fonction distance d
Dans ces conditions, l’e´quation dynamique se re´e´crit de la manie`re suivante, prenant en
compte le terme lie´ au contact :
∫
Ω
ργt.v∗dω +
∫
Ω
st : ε˙∗dω −
∫
Ω
pt.div(v∗)dω−
∫
∂Ωc
τ.v∗dS + β
∫
∂Ωc
[(vt − vtoutil).n+ (
∆t
2
γt).n− d
t
∆t
]+n.v∗dS = 0
(3.45)
quel que soit v∗, ou` β est le coeﬃcient de pe´nalisation.
3.2.9 Premiers re´sultats
La formulation acce´le´ration/pression pre´sente´e pre´ce´demment a e´te´ imple´mente´e dans une
version viscoplastique axisyme´trique du logiciel FORGE2©r.
Nous comparons les re´sultats issus de la formulation acce´le´ration/pression propose´e (note´e
ici DPE) avec ceux issus des versions FORGE2©r quasi-statique (QS) et dynamique (DI),
(DI1-2) pre´sente´es dans le chapitre 2.
Plusieurs exemples axisyme´triques seront analyse´s par la suite :
– un test de traction,
– un test de compression - contact bilate´ral collant,
– un test de compression - frottement.
pour des cas viscoplastiques.
a ) Calcul (analytique/nume´rique) de la pression
Les cas quasi-statiques et dynamiques donnent des proﬁls de pression diﬀe´rents.
L’e´tude de la compression uniaxiale d’un cylindre par un tas plat (sans frottement) illustre
bien cette diﬀe´rence(ﬁgure (3.3)) .
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
z
vz
vr
r
z
r
voutil
voutilh0
h
t = 0 t > 0
Fig. 3.3 – Test de compression - contact glissant (de´ﬁnition)
Calcul analytique de la vitesse et de l’acce´le´ration
Tout d’abord, nous de´duisons les expressions analytiques de la vitesse et de la pression.
Conside´rant la conservation du volume pour le cas de compression de´ﬁni par la ﬁgure (3.3),
on peut e´crire :
d
dt
(
πr2h
)
= 0 (3.46)
ce qui entraˆıne
πr2(−voutil)+2πrhvr = 0 (3.47)
Sachant que h = h0 − voutilt on en de´duit :
vr =
voutil
2
r
h0 − voutilt (3.48)
Pour vz on obtient l’expression suivante, tenant compte de sa line´arite´ :
vz = −voutil z
h0 − voutilt (3.49)
En diﬀe´rentiant la relation (3.48) par rapport au temps, il vient :
γr =
3
4
v2outil
r
(h0 − voutilt)2 (3.50)
De la meˆme manie`re, en diﬀe´rentiant l’e´quation (3.49) on en de´duit que γz est nul.
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Cas quasi-statique
Soit l’e´quation d’e´quilibre e´crite comme suit :
div(s)−grad(p) = 0 (3.51)
Pour un comportement newtonien, le tenseur de´viateur des contraintes prend la forme :
s = 2ηε˙ (3.52)
La vitesse e´tant line´aire, ε˙ est constant, ce qui implique div(s) = 0 et, donc, grad(p) = 0.
De ce re´sultat on en de´duit que la pression est constante, p = p0.
La valeur de p0 est de´termine´e a` partir de la condition de surface libre, qui, dans le cadre
axisyme´trique, s’e´crit :
σrr = 0 (3.53)
Alors, a` chaque instant, on calcule une pression :
p0 = srr = 2η
(
∂vr
∂r
)
(3.54)
Utilisant la relation (3.48) il re´sulte :
p0 = η
voutil
h0 − voutilt (3.55)
Cas dynamique
Quand l’inertie intervient dans l’e´quation d’e´quilibre :
ργ = div(s)−grad(p) (3.56)
avec le meˆme raisonnement pre´sente´ ci-dessus, il vient :


ργr = −∂p
∂r
ργz = −∂p
∂z
(3.57)
Comme γz est nul, il re´sulte que la pression ne de´pende pas de z. Il reste alors a` de´terminer
une expression pour le calcul de la pression, a` partir de la premie`re e´quation de (3.57) et
de (3.50)
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p = p0 − 38ρ
v2outilr
2
(h0 − voutilt)2 , (3.58)
pour r ∈ [0, rmax], ou` rmax correspond a` la surface libre.
Pour le calcul de p0, la condition de surface libre est e´galement utilise´e et on en de´duit :
p0 =
3
8
ρ
v2outilr
2
max
(h0 − voutilt)2 + η
voutil
h0 − voutilt (3.59)
On remarque que p = pmax, quand r = 0 et que p = pmin, quand r = rmax.
Maintenant, nous appliquons ces formules a` un cas concret de compression (contact glis-
sant) d’un cylindre pour lequel h0 = 100 mm, r0 = 100 mm et voutil = 104 mm/s. Le
mate´riau est conside´re´ newtonien.
Nous comparons les pressions analytiques et nume´riques pour les formulations note´es QS,
DI, DI1-2 et DPE. Le pas de temps utilise´ pour la simulation nume´rique est de dt =
5× 10−5. Le cylindre est de´forme´ de 50%.
Les pressions a` la ﬁn de la de´formation sont pre´sente´s dans le tableau (3.1) pour tous les
cas conside´re´s.
rmax (mm) P (MPa)
quasi-statique analytique 141,42 3220
dynamique analytique 141,42 max : 5499,95
min : 3220
QS 141,13 3188,1
DI 141,17 max : 5365,7
min : 3256,4
DI1-2 141,41 max : 5480
min : 3293,9
DPE 141,25 max : 5451,2
min : 3285,2
Tab. 3.1 – Comparaison : pression analytique/pression nume´rique
Les isovaleurs des pressions sont pre´sente´es dans la ﬁgure (3.4).
Le meˆme calcul a e´te´ eﬀectue´ pour dt = 10−5 et l’erreur relative entre la pression analytique
et nume´rique a e´te´ e´value´e pour chaque formulation et chaque dt. Les re´sultats sont expose´s
dans le tableau (3.2)
On note que les formulations DI1-2 et DPE fournissent des meilleurs re´sultats par rapport
aux formulations QS et DI. En diminuant le pas de temps une ame´lioration est remarque´e
dans tous les cas.
Evalution de la perte de volume en fonction du pas de temps
Pour le meˆme cas de compression d’un cylindre avec un tas plat nous eﬀectuons une analyse
concernant l’e´volution de la perte de volume en fonction du pas de temps. Les proprie´te´s
du mate´riau conside´re´ pour cet exemple sont de´ﬁnies dans le tableau (3.3) :
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(a) Echelle-
quasi-
statique
(b) cas QS
(c) Echelle-
dynamique
(d) cas DI
(e) cas DI1-2 (f) cas DPE
Fig. 3.4 – Pression - QS, DI, DI1-2, DPE
dt = 5× 10−5 dt = 10−5
QS 0,012 0,0019
DI max : 0,022 max : 0,0038
min : 0,013 min : 0,019
DI1-2 max : 0,0035 max : 0,000081
min : 0,026 min : 0,022
DPE max : 0,008 max : 0,002
min : 0,02 min : 0.015
Tab. 3.2 – Erreur relative : pression analytique (max / min)/pression nume´rique (max /
min)
La ﬁgure (3.5) pre´sente l’e´volution de la perte de volume en fonction du pas de temps,
pour toutes les formulations compare´es.
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consistance K densite´ ρ sensibilite´ a` la vitesse
(MPa · sm) (Kg/m3) de de´formation m
K = 16.1 ρ = 7600 m = 0.139
Tab. 3.3 – Proprie´te´s du mate´riau
Fig. 3.5 – Evolution de la perte de volume ﬁnale en fonction du pas de temps (pour
dt = 5× 10−6 s)
b ) Test de traction
Un cylindre de hauteur 200mm et de rayon 100mm est conside´re´. Les proprie´te´s du
mate´riau (viscoplastique, dans notre cas) sont donne´es dans le tableau (3.3).
On impose a` l’outil une vitesse constante de 104 mm/s, vitesse 10 a` 100 fois supe´rieure a`
celle standard. Cette technique de multiplication de la vitesse du processus, par un facteur
variant entre 10 et 103, est souvent rencontre´e dans la litte´rature [55], [63] quand des
formulations explicites sont pre´sente´es.
triangulaires. La simulation est eﬀectue´e jusqu’a` 50% de de´formation.
Pour les calculs implicites (quasi-statique et dynamique, respectivement) le pas de temps
est 5 × 10−5 s, tandis que pour le cas partiellement explicite le pas de temps est de
5× 10−6 s.
Les re´sultats de l’analyse concernant la distribution des contraintes e´quivalentes, pour les
trois cas compare´s, sont pre´sente´s par les ﬁgures (3.6(b)), (3.6(c)), (3.6(d)) et (3.6(e)).
En comparant les champs des vitesses, les contraintes e´quivalentes, surtout dans les cas
dynamiques, nous ne remarquons aucune diﬀe´rence signiﬁcative.
Le champ de pression dans le cas quasi-statique e´tant, the´oriquement, diﬀe´rent de celui
calcule´ dans les cas dynamiques, les diﬀe´rences de valeurs obtenus apre`s les simulations
sont justiﬁe´es. Les isovaleurs des pressions sont pre´sente´es dans les ﬁgures 3.7(b)), (3.7(d)),
(3.7(e)) et (3.7(f)).
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(a) e´chelle (b) cas QS
(c) cas DI (d) cas DI1-2 (e) cas DPE
Fig. 3.6 – Contraintes e´quivalentes - QS, DI, DI1-2, DPE
On note une petite diﬀe´rence entre les proﬁls des ge´ome´tries ﬁnales du cas QS et des cas
DI et DPE. Cette diﬀe´rence peut s’expliquer par l’eﬀet de l’inertie existante dans les cas
dynamiques.
Le tableau (3.4) montre la perte de volume (v.l. en %), les coordonne´es des points exte´rieurs
qui se trouvent sur l’axe des abscisses, X(bottom)(en mm), les contrainte e´quivalentes
maximales σmaxeq (en MPa), ainsi que les vitesse maximales V
max (en mm/s) et les pres-
sions maximales Pmax (en MPa). Ces re´sultats mettent en relief une bonne concordance.
v.l. X(bottom) σmaxeq V
max Pmax
QS -0.129 % 67.106 63.105 10000 8.73
DPE 0.101% 74.362 58.992 10005 145.39
DI -0.103% 74.318 59.406 10000 165.44
DI1-2 0.08% 74.39 59.392 10000 162.79
Tab. 3.4 – Test de traction
c ) Test de compression - Contact collant
Ce test est eﬀectue´ pour le meˆme cylindre que celui du cas pre´ce´dent, et pour un mate´riau
ayant les meˆmes proprie´te´s. Le pas de temps pour le cas partiellement explicite est de
10−6 s et de 5× 10−5 s pour les cas implicites.
Un contact bilate´ral collant est pris en compte. Le cylindre est de´forme´ jusqu’au 50%.
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(a) e´chelle cas
quasi-statique
(b) cas QS
(c) e´chelle cas
dynamiques
(d) cas DI
(e) cas DI1-2 (f) cas DPE
Fig. 3.7 – Pressions - QS, DI, DI1-2, DPE
Les ﬁgures (3.8(b)), (3.8(c)) et (3.8(d)) montrent les distributions des contraintes e´quivalen-
tes ﬁnales pour les trois cas compare´s.
Des diﬀe´rences sont remarque´es entre les proﬁls des ge´ome´tries ﬁnales obtenus dans le cas
quasi-statique et dans les cas dynamiques. Cela se justiﬁe par l’eﬀet de l’inertie.
Des comparaisons entre les re´sultats des trois proce´dures sont pre´sente´es dans le tableau
(3.5).
Pour les cas dynamiques, les valeurs maximales des pressions et contraintes e´quivalentes
sont en bonne corre´lation. Pour les valeurs maximales des vitesses, atteintes a` l’endroit ou`
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(a) e´chelle (b) cas QS
(c) cas DI (d) cas DPE
Fig. 3.8 – Contraintes e´quivalentes - QS, DI, DPE
v.l. X(top) X(bottom) σmaxeq V
max Pmax
QS -0.227% 127.35 147.1 81.043 14797 111.73
DPE -0.14% 122.8 149.93 92.211 12730 2238.8
DI -0.275% 123.5 150.44 90.527 17360 2207
Tab. 3.5 – Test de compression - contact collant
la matie`re colle a` l’outil, on note une diﬀe´rence. Cette dernie`re s’explique par la manie`re
diﬀe´rente dont la matie`re colle a` l’outil dans ces deux cas.
d ) Test de compression - Frottement
Nous nous plac¸ons dans le meˆme cadre que pre´ce´demment, la seule diﬀe´rence concernant
le contact pie`ce-outil. A pre´sent, nous avons un frottement de´ﬁni par la loi de Norton, de
coeﬃcient αf = 0.2 et le pas de temps conside´re´ est de dt = 5× 10−5 s.
Les re´partitions des contraintes e´quivalentes ﬁnales (a` 50% de de´formation) sont repre´sente´es
dans les ﬁgures (3.9(b)), (3.9(c)), (3.9(d)) et (3.9(e)).
Les valeurs maximales indique´es par le tableau (3.6) montrent une bonne concordance
dans les cas compare´s.
v.l. X(top) X(bottom) σmaxeq V
max Pmax
QS -0.34% 132.98 145.85 70.668 14679 93.85
DI -0.36% 133.04 146.83 72.211 17681 2211
DI1-2 0.01% 132.72 146.41 72.308 17864 2210,4
DPE −0.079% 134.48 145.53 75.799 18671 2210
Tab. 3.6 – Test de compression - frottement
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(a) e´chelle (b) cas QS
(c) cas DI
(d) cas DI1-2 (e) cas DPE
Fig. 3.9 – Contraintes e´quivalentes - QS, DI, DPE
Une comparaison des courbes de´crivant l’e´volution de la perte de volume en temps est
pre´sente´e par la ﬁgure(3.10).
Fig. 3.10 – Variation de la perte de volume en fonction du temps (pour dt = 5× 10−5)
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Une meilleure pre´servation du volume est remarque´e dans les cas DI1-2 et DPE par rapport
aux cas QS et DI. Toutefois, une diﬀe´rence est note´e entre la perte de volume enregistre´e
dans le cas DI1-2 et celle concernant le cas DPE. Cette diﬀe´rence peut venir du fait que
les me´thodes explicites sont moins pre´cises que les me´thodes implicites.
La ﬁgure (3.11) met en e´vidence l’e´volution de la force de forgeage en fonction du de´placement,
pour tous les cas conside´re´s.
Fig. 3.11 – E´volution de la force de forgeage en fonction du temps (pour dt = 5× 10−5)
Cette ﬁgure montre que, pour les cas dynamiques, l’e´volution des forces de forgeage est
similaire.
L’inﬂuence de la variation du pas de temps sur les re´sultats
Dans le but d’analyser l’inﬂuence du pas de temps sur les re´sultats des simulations, deux
se´ries de tests seront pre´sente´es.
La premie`re se´rie correspond a` un pas de temps dt = 10−5 s pour le meˆme essai de
compression expose´e ci-dessus.
Les re´sultats des simulations sont donne´s dans le tableau (3.7).
v.l. X(top) X(bottom) σmaxeq V
max Pmax
QS -0.069% 132.71 145.47 70.665 14572 93.84
DI -0.071% 132.61 146.34 72.17 17463 2228
DI1-2 0.002% 132.68 146.39 72.192 17551 2240,9
DPE 0.015% 135.46 146.25 76.08 18856 2340.8
Tab. 3.7 – Test de compression - frottement, dt = 10−5
En ce qui concerne la conservation du volume, les courbes sont illustre´es par la ﬁgure(3.12).
Comme dans le cas pre´ce´dent (dt = 5 × 10−5 s), on remarque que la conservation du
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Fig. 3.12 – Variation de la perte de volume en fonction du temps (pour dt = 10−5)
volume est mieux pre´serve´e par les formulations DPE et DI1-2.
L’e´volution de la force de forgeage en fonction du de´placement est repre´sente´e dans la
ﬁgure (3.13) pour chaque formulation conside´re´e.
Fig. 3.13 – E´volution de la force de forgeage en fonction du temps (pour dt = 10−5 s)
Les courbes re´sultant des diﬀe´rentes formulations en dynamiques sont de qualite´ e´quivalente.
La deuxie`me se´rie de tests correspond a` un pas de temps de dt = 5× 10−6 s. Les re´sultats
des simulations sont expose´s dans le tableau (3.8).
Les courbes repre´sentant l’e´volution de la perte de volume, au cours de chaque simulation
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v.l. X(top) X(bottom) σmaxeq V
max Pmax
QS -0.033% 132.67 145.42 70.648 14559 93.8
DI -0.035% 132.57 146.29 72.166 17442 2231,8
DI1-2 0.001% 132.67 146.39 72.179 17512 2244,7
DPE 0.0077% 135.4 146.19 76.071 18811 2342,5
Tab. 3.8 – Test de compression - frottement, dt = 5× 10−6 s
conside´re´e, sont montre´es dans la ﬁgure (3.14).
Fig. 3.14 – Variation de la perte de volume en fonction du temps (pour dt = 5× 10−6 s)
L’e´volution des forces de forgeage, pour cette dernie`re se´rie de tests, est pre´sente´e dans
dans la ﬁgure (3.15).
Jusqu’a` maintenant nous avons pre´sente´ les re´sultats issus de chaque se´rie de tests.
Pour mieux illustrer l’inﬂuence de la variation du pas de temps, un bilan est eﬀectue´
ci-dessous concernant les pertes de volume et les forces issues des simulations.
La ﬁgure (3.16) pre´sente l’e´volution de la perte de volume ﬁnale en fonction du pas de
temps, pour toutes les formulations compare´es.
L’e´volution des forces de forgeage ﬁnales en fonction de pas de temps, pour les trois se´ries
de tests compare´es, est mise en e´vidence dans le tableau (3.9)
dt = 5× 10−5 dt = 10−5 dt = 5× 10−6
QS 432 437 438
DI 6443 6771 6813
DI1-2 6665 6819 6838
DPE 6661 7112 7172
Tab. 3.9 – Bilan des forces de forgeage dt = 5× 10−5, dt = 10−5, dt = 5× 10−6 s
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Fig. 3.15 – E´volution de la force de forgeage en fonction du temps (pour dt = 5× 10−6 s)
Fig. 3.16 – E´volution de la perte de volume ﬁnale en fonction du pas de temps
e ) Test de compression. Variation de la vitesse. Extrapolation a` vitesse plus
faible
L’essai de compression (avec frottement) pre´sente´ ci-dessus a e´te´ re´alise´, comme pre´cise´
pre´ce´demment, a` une vitesse de forgeage constante de 104 mm/s, c’est-a`-dire 10 fois la
vitesse re´elle du proce´de´. On peut alors envisager d’avoir des informations sur les re´sultats
qui peuvent eˆtre obtenus avec la formulation DPE a` vitesse de forgeage plus faible.
Dans cette optique, plusieurs simulations ont e´te´ eﬀectue´es utilisant des vitesses diﬀe´rentes,
qui sont pre´sente´es dans le tableau (3.10).
97
3.2 Formulation mixte acce´le´ration/pression pour un mate´riau viscoplastique
v1 v2 v3 v4 v5
104 3 · 104 5 · 104 7.5 · 104 105
Tab. 3.10 – Diﬀe´rentes vitesses utilise´es (en mm/s)
En faisant une analyse des re´sultats obtenus pour chacune de ces vitesses, on peut envisager
d’extrapoler ces re´sultats a` une vitesse plus faible.
Nous prenons comme exemple l’e´volution de la force de forgeage en fonction du de´placement.
La ﬁgure (3.17) montre les variations des forces en fonction du de´placement pour les
diﬀe´rentes vitesses conside´re´es.
Fig. 3.17 – E´volution de la force en fonction du de´placement (pour toutes les vitesses de
v1 a` v5)
Nous remarquons que les courbes ont la meˆme allure pour toutes les vitesses. Par conse´quent,
nous pouvons en de´duire qu’a` vitesse plus faible, la courbe aura la meˆme allure.
Dans le but d’obtenir plus d’informations concernant l’e´volution de la force a` une vitesse
plus faible, on peut repre´senter la force en fonction des vitesses conside´re´es, pour une
valeur ﬁxe´e du de´placement. Ainsi, en extrapolant a` une vitesse plus faible nous pouvons,
e´ventuellement, trouver une valeur de la force correspondant a` la valeur du de´placement
ﬁxe´e.
Avec cette de´marche, nous pouvons envisager de trouver des valeurs pour la force corres-
pondant a` diﬀe´rentes valeurs de de´placement et, ainsi, construire une courbe d’e´volution
de la force en fonction du de´placement, pour une vitesse plus faible.
Dans notre analyse, on conside`re comme valeurs ﬁxe´es pour le de´placement les valeurs
pre´sente´es dans le tableau (3.11).
La ﬁgure (3.18)) pre´sente l’e´volution de la force en fonction de la vitesse pour chaque valeur
de de´placement conside´re´e. Chacun des points repre´sente´s sur la ﬁgure corresponde a` une
valeur de la force pour chaque vitesse et pour chaque de´placement. Ces points doivent eˆtre
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d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7
−0.1 −1 −10 −20 −30 −40 −50
Tab. 3.11 – Diﬀe´rentes valeurs de de´placement (en mm)
interpole´es, aﬁn de trouver des valeurs pour la force a` vitesse plus faible, par extrapolation.
Fig. 3.18 – E´volution de la force en fonction de la vitesse, pour les valeurs de de´placement
conside´re´es
Par ce proce´de´ on trouve une courbe repre´sentant l’e´volution de la force en fonction du
de´placement, pour une vitesse de v = 1000mm/s. La ﬁgure (3.19) montre la courbe
obtenue par extrapolation pour la formulation partiellement explicite DPE, ainsi que la
courbe re´sultant d’une simulation avec la formulation dynamique implicite DI.
Le proﬁle des courbes est tre`s comparable. Par contre, une diﬀe´rence est note´e entre les
valeurs des deux courbes, diﬀe´rence qui apparaˆıt a` cause de l’interpolation des points de
la ﬁgure (3.18)).
f ) Test de compression - Poinc¸onnement
Nous conside´rons un autre test de compression utilisant un outil plus complique´, qui
entraˆınera une analyse de contact plus complexe. Les conditions de l’essai pre´ce´dent sont
pre´serve´es. sauf le coeﬃcient de frottement prend la valeur de αf = 0.1. Le pas de temps
conside´re´ est de dt = 10−5. Le remailleur automatique du Forge 2 est utilise´ pour re´aliser
une simulation correcte dans le cas actuel.
Les distributions des contraintes e´quivalentes, pour toutes les formulations compare´es, sont
pre´sente´es dans la ﬁgure (3.20).
On remarque une diﬀe´rence de proﬁl dans les cas dynamiques, a` cause de l’inertie.
On note e´galement que les re´sultats des simulations sont d’une qualite´s e´quivalentes pour
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Fig. 3.19 – E´volution de la force en fonction du de´placement, pour une vitesse de v =
1000mm/s
(a) e´chelle (b) cas QS
(c) cas DI (d) cas DPE
Fig. 3.20 – Distributions des contraintes equivalentes- QS, DI, DI1-2, DPE
les cas dynamiques. En terme de temps de calcul un gain de 25% est enregistre´ dans le cas
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de la formulation DPE.
Le tableau (3.12) montre les valeurs enregistre´es pour la perte de volume, la contrainte
e´quivalente maximale, la vitesse maximale, ainsi que la pression, pour les approches conside´-
re´es.
v.l. σmaxeq V
max Pmax
QS 0.03% 81.413 10000 86.906
DI 0.03% 83.469 10000 413.66
DPE 0.02% 84.814 93247 645.48
Tab. 3.12 – Test de compression - frottement
g ) Test de compression - Outil sphe´rique
Un autre exemple de compression est analyse´ par la suite, cette fois-ci l’outil e´tant de forme
sphe´rique. On de´forme toujours le meˆme cylindre conside´re´ ante´rieurement, utilisant un
acier dont les parame`tres sont donne´s par le tableau (3.3). Un frottement tre`s faible est
applique´, le coeﬃcient e´tant de αf = 0.1. Le pas de temps conside´re´ est de dt = 10−5.
La diﬃculte´ de cet exemple re´sulte du contact, plus complexe a` cause de la forme sphe´rique
de l’outil. Le remailleur automatique du Forge2 est utilise´ aﬁn d’obtenir un maillage ﬁn
sur la frontie`re, a` chaque incre´ment.
La ﬁgure (3.21) pre´sente les re´partitions des contraintes e´quivalentes apre`s 50% de de´forma-
tion.
Les re´sultats issus des deux formulations dynamiques sont d’une qualite´ e´quivalente. Les
ge´ome´tries ﬁnales sont tre`s comparables. La diﬀe´rence de proﬁl ge´ome´trique remarque´e
entre le cas quasi-statique et les cas dynamiques est justiﬁe´e par l’inertie qui apparaˆıt
dans ces derniers.
Les re´sultats issus de ces calculs sont montre´s dans le tableau (3.13) :
v.l. σmaxeq V
max Pmax
QS -0.02% 67.422 10000 82
DI 0.05% 72.18 10463 532
DPE 0.01% 87.302 11205 584
Tab. 3.13 – Test de compression - frottement (outil sphe´rique)
Une diﬀe´rence est remarque´e en terme de temps CPU pour les cas pre´sente´s. Dans le
cas de la formulation DPE propose´e on obtient un gain de 20% par rapport aux autres
formulations.
En diminuant la vitesse de forgeage a` 5 × 103 mm/s, l’inertie est alors moins importante
et, par conse´quent, le proﬁl de la ge´ome´trie ﬁnale pour les cas dynamiques tend vers le
proﬁl obtenu dans le cas quasi-statique.
La ﬁgure (3.22) pre´sente les distributions des contraintes e´quivalentes pour les cas com-
pare´s.
Les valeurs issues des simulations, correspondant a` la perte de volume, aux contraintes
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(a) e´chelle (b) cas QS
(c) cas DI (d) cas DPE
Fig. 3.21 – Contraintes e´quivalentes - QS, DI, DPE
(a) e´chelle (b) cas QS
(c) cas DI (d) cas DPE
Fig. 3.22 – Contraintes e´quivalentes - QS, DI, DPE (voutil = 5× 103 mm/s)
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e´quivalents maximales, aux vitesses maximales, ainsi qu’aux pressions maximales, sont
pre´sente´es dans le tableau (3.14)
v.l. σmaxeq V
max Pmax
QS 0.04% 60.094 5000 74
DI 0.8% 65.393 5000 210
DPE 0.06% 62397 5000 188
Tab. 3.14 – Test de compression - frottement (outil sphe´rique, voutil = 5× 103 mm/s)
3.3 Formulation mixte acce´le´ration/pression pour un mate´-
riau e´lasto-viscoplastique
3.3.1 Premie`re approche. E´lasticite´ de´viatorique incre´mentale
Dans le but de ge´ne´raliser la formulation partiellement explicite acce´le´ration/pression
pre´sente´e dans ce chapitre, nous e´tudions un comportement e´lasto-viscoplastique sans
seuil.
On conside`re un comportement de´ﬁni par les e´quations suivantes :
s = 2K(
√
3ε˙)m−1ε˙(v) (3.60)
s˙ = 2µe˙e (3.61)
ε˙ = ε˙vp + e˙e (3.62)
ce qui implique que cette e´lasticite´ est incompressible.
Ainsi, a` chaque instant t, on suppose connus Xt, V t (comme pre´sente´ ante´rieurement),
et, e´galement, st (calcule´ a` l’instant d’avant). On obtient alors Γt et P t par la proce´dure
pre´sente´e dans ce chapitre, mais, en paralle`le, on calcule s˙t avec la relation (3.61), aﬁn de
de´terminer le tenseur de´viateur des contraintes pour l’incre´ment suivant selon le sche´ma :
st+∆t = st + s˙t∆t (3.63)
Dans ce contexte, (ε˙vp)t est calcule´ a` partir de la relation suivante :
(ε˙vp)t =
1
2
(
st : st
2K2
) 1−m
2m
st . (3.64)
Quand t = 0, s0 est obtenu utilisant la loi de Norton-Hoﬀ (1.6).
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3.3.2 Deuxie`me approche. E´lasto-viscoplasticite´
a ) Loi de comportement
Le comportement e´lasto-viscoplastique a de´ja` e´te´ de´crit dans le premier chapitre, para-
graphe 1.2. Ce paragraphe a pour but de pre´senter l’algorithme utilise´ dans Forge2©r pour
mode´liser ce type de comportement, algorithme que nous avons adapte´ a` la formulation
acce´le´ration/pression propose´e.
A chaque instant t, l’e´tat des contraintes σt, ainsi que les de´formations viscoplastiques
e´quivalentes (εvp)t sont connus. Il faut alors de´terminer les valeurs de ces variables a`
l’instant t +∆t selon les relations :


σt+∆t = σt +∆σ
(εvp)t+∆t = (εvp)t +∆εvp
(3.65)
ou`


∆σ = σ˙t∆t
∆εvp = ∆λ
(3.66)
Sachant que
ε˙ = ε˙vp + ε˙e (3.67)
ou`, la loi de Hooke introduit :
ε˙e = (De)−1σ˙ (3.68)
et l’e´quation de normalite´ donne :
ε˙vp = λ˙
∂f
∂σ
(3.69)
nous obtenons :
σt+∆t = σt+∆t(De)ε˙−∆λ(De)∂f
∂σ
(3.70)
Le tenseur des vitesses de de´formation ε˙e est se´pare´ en :
– une partie sphe´rique : θ˙ = trace(ε˙e) = − p˙
κ
ou` le coeﬃcient de compressibilite´ κ est de´ﬁni
par la relation (1.16)
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– une partie de´viatorique : e˙ = ε˙e − 1
3
θ˙I .
Le crite`re de plasticite´ conside´re´ est celui de Von Mises. La fonction crite`re de plasticite´
f est de´ﬁnie par :
f = σ−σ0 (3.71)
ou` σ0 repre´sente la contrainte ne´cessaire pour provoquer une de´formation viscoplastique
en traction uniaxiale et est de´ﬁni par l’expression :
σ0 =
√
3Ks +
√
3K(
√
3ε˙vp)m. (3.72)
On note :
(σe)t = σt+∆t(De)ε˙ (3.73)
ou` (σe)t est le pre´dicteur e´lastique.
Le terme ∆λ(De)
∂f
∂σ
est le correcteur plastique (ﬁgure (3.23)).
t
correcteur plastique
t +∆t
e´lastique
domaine
pre´dicteur e´lastique
Fig. 3.23 – Pre´dicteur e´lastique - correcteur plastique
Dans le relation (3.70), ∆λ est une inconnue. Pour la calculer on proce`de de la manie`re
suivante :
– si f((σe)t, (εvp)t) < 0 alors ∆λ = 0
– dans le cas contraire, il faut re´soudre :
f((σe)t−∆λ(De)∂f
∂σ
, (εvp)t+∆λ,
∆λ
∆t
) = 0 (3.74)
pour obtenir ∆λ. La me´thode de Newton-Raphson est utilise´e pour cette re´solution.
b ) L’incompressibilite´ plastique
Dans le contexte actuel, on abouti a` un proble`me du type :
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

∫
Ω
ργt.v∗dω +
∫
Ω
st : ε˙∗dω −
∫
Ω
pt.div(v∗)dω −
∫
∂Ωc
τ.v∗dS = 0
∫
Ω
p˙t.p˙∗dω + κ
∫
Ω
div(vt).p˙∗dω = 0
(3.75)
Aﬁn d’introduire l’acce´le´ration dans la deuxie`me e´quation du syste`me (3.75), l’expression
(1.15) est de´rive´e par rapport au temps. Nous obtenons alors :
p¨t = −κ
(
div(γt)− tr
(
∂vt
∂x
∂vt
∂x
))
(3.76)
Nous conside´rons e´galement les sche´mas suivants
pt = pt−∆t+ p˙t−
∆t
2 ∆t (3.77)
et
p˙t = p˙t−
∆t
2 + p¨t
∆t
2
(3.78)
Ainsi, le proble`me (3.75) devient :


∫
Ω
ργt.v∗dω +
∫
Ω
st : ε˙∗dω −∆t
∫
Ω
p˙t−
∆t
2 .div(v∗)dω−
∫
Ω
pt−∆t.div(v∗)dω −
∫
∂Ωc
τ.v∗dS = 0
−∆t
∫
Ω
div(γt).p˙∗dω +
2
κ
∫
Ω
p˙t−
∆t
2 .p˙∗dω +∆t
∫
Ω
tr
(
∂vt
∂x
∂vt
∂x
)
.p˙∗dω+
2
∫
Ω
div(vt).p˙∗dω = 0
(3.79)
La forme symbolique de ce dernier correspond a` :


C(Xt)Γt +∆tD(Xt)P˙ t−
∆t
2 + RΓ(Xt, V t) + D(Xt)P t−∆t = 0
∆tD(Xt)Γt +
2
κ
F (Xt)P˙ t−
∆t
2 +∆tRP (Xt, V t) + 2TD(Xt)V t = 0
(3.80)
Ainsi, a` chaque instant t, en connaissant Xt, V t et P t−∆t on calcule Γt et P˙ t−
∆t
2 . La
pression est ensuite de´termine´e a` partir de l’expression (3.77).
Cette approche a e´te´ inte´gre´e dans une version du logiciel Forge2.
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3.3.3 Re´sultats
a ) Compression de cylindre. Cas e´lasto-viscoplastique
Premier exemple
Cet exemple repre´sente un test de compression d’un cylindre de hauteur 150 mm et de
rayon 50 mm. Une comparaison est propose´e entre des cas diﬀe´rents, mais concernant des
comportements e´quivalents :
– les re´sultats viscoplastiques issus des formulations note´e QS, DI et DPE,
– les re´sultats des meˆmes formulations pour le cas e´lasto-viscoplastique sans seuil de plas-
ticite´,
– les re´sultats obtenus pour dans cas DPE - e´lastique (incompressible) viscoplastique.
Pour les cas viscoplastiques, les caracte´ristiques du mate´riau utilise´ sont celle de´ﬁnies
dans le tableau (3.3). Dans les cas pour lesquelles l’e´lasticite´ est prise en compte, nous
conside´rons le Module d’Young de E = 200 GPa et le coeﬃcient de Poisson ν = 0.3.
Les pas de temps utilise´s diﬀe`rent selon le cas conside´re´. Ainsi, dans le cas viscoplas-
tique dt = 10−5, dans le cas e´lasto-viscoplastique sans seuil dt = 3 × 10−5 et dans le
cas d’e´lastique (incompressible) viscoplastique dt = 5 × 10−5. Cette dernie`re formulation
permet l’utilisation du pas de temps le plus e´leve´.
Les ﬁgures (3.24) et (3.25) montrent les isovaleurs des contraintes e´quivalentes pour tous
les cas analyse´s. Les re´sultats pre´sente´s sont tre`s comparables ce qui e´tait attendu puisque
l’on utilise des comportements e´quivalents.
(a) e´chelle (b) cas QS viscoplastique
(c) cas DI-viscoplastique (d) cas DPE-VP
Fig. 3.24 – Contraintes e´quivalentes.Compression - frottement. - QS ,DI, DPE, DPE vi-
scoplastique
Le tableau (3.15) met en e´vidence les re´sultats issus des formulations compare´es :
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(a) e´chelle (b) cas QS (EVP sans seuil)
(c) cas DI (EVP sans seuil)
(d) cas DPE (EVP sans seuil) (e) cas DPE (EIVP)
Fig. 3.25 – Contraintes e´quivalentes - QS (EVP sans seuil), DI (EVP sans seuil), DPE
(EVP sans seuil ), DPE (EIVP)
v.l. X(top) X(bottom) σmaxeq V
max Pmax
QS (VP) -0.08 % 65.15 73.25 71.795 11190 149
DI (VP) -0.1 % 66.82 73.07 71.118 13365 1016
DPE (VP) -0.05 % 65.08 74.57 76.108 13533 1050
QS (EVP sans seuil) -0.1% 64.12 73.29 71.041 11329 89.28
DI (EVP sans seuil) -0.4% 65.71 74.22 71.063 13982 964
DPE (EVP sans seuil) -0.3% 65.74 74.01 76.592 13811 1045
DPE (EIVP) -0.04% 65.13 73.81 76.872 14251 964
Tab. 3.15 – Test de compression - frottement. (viscoplastique (VP), e´lasto-viscoplastique
sans seuil (EVP sans seuil), e´lastique (incompressible) viscoplastique (EIVP) )
Nous remarquons que les re´sultats des formulations QS, DI et DPE pour des comporte-
ments e´lasto-viscoplastiques sans seuil sont tre`s comparables a` ceux correspondant aux
comportements viscoplastiques. De la meˆme manie`re, les re´sultats obtenus avec la formu-
lation DPE e´lastique (incompressible) viscoplastique sont tre`s proches de ceux viscoplas-
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tiques.
Deuxie`me exemple
Ce deuxie`me exemple concerne la meˆme pie`ce et le meˆme outil que le cas pre´ce´dent. Les
meˆmes caracte´ristiques du mate´riau sont conside´re´es pour le cas e´lasto-viscoplastique, un
seuil de plasticite´ e´tant pris en compte σ0 = 55 MPa.
Une comparaison des re´sultats est propose´e pour les formulations note´es QS, DI, DI1-2,
DPE.
Sur la ﬁgure (3.26) sont repre´sente´es les isovaleurs des contraintes e´quivalentes.
(a) e´chelle (b) cas QS
(c) cas DI
(d) cas DI1-2 (e) cas DPE
Fig. 3.26 – Contraintes e´quivalentes - QS, DI, DI1-2, DPE
Le tableau (3.16) montre les re´sultats e´lasto-viscoplastiques obtenus pour les cas conside´re´s.
Nous remarquons que les re´sultats obtenus dans les cas dynamiques sont d’une qualite´
e´quivalentes. Le seuil de plasticite´ est pris en compte pour que l’e´lasticite´ ne joue qu’un
faible roˆle faible. En conse´quence, la perte de volume n’est pas signiﬁcative.
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v.l. X(top) X(bottom) σmaxeq V
max Pmax
QS 0.1 % 63.67 74.07 129.69 10828 162
DI 0.4 % 63.71 75.25 128.97 12501 1046
DI1-2 0.15% 64.66 74.01 128.25 12649 1055
DPE 0.3 % 65.59 74.24 153.83 12330 1162
Tab. 3.16 – Test de compression - frottement. (e´lasto-viscoplasticite´ )
3.4 Re´solution en pression
Dans le but de simpliﬁer la re´solution du proble`me dynamique, une autre approche est
e´value´e. Cette approche fait l’objet de ce dernier paragraphe. La formulation partiellement
explicite en acce´le´ration/pression pre´sente´e dans le chapitre pre´ce´dent sera a` la base de
cette approche. Une manie`re diﬀe´rente de re´soudre le syste`me re´sultant de la formula-
tion mixte pre´ce´dente sera adopte´e. Ainsi, la re´solution mixte en acce´le´ration/pression se
transforme en une re´solution uniquement en pression, l’acce´le´ration e´tant ensuite calcule´e
de manie`re explicite. La vitesse est exprime´e e´galement de manie`re explicite en fonction
le l’acce´le´ration.
3.4.1 Formulation ge´ne´rale explicite en acce´le´ration et implicite en pres-
sion
Soit le proble`me dynamique (1.25) ou` la gravite´ est ne´glige´e. Nous nous plac¸ons dans le
contexte des mate´riaux viscoplastiques. Le comportement est de´ﬁnit par la loi de Norton-
Hoﬀ (1.6) et les conditions aux frontie`res sont de´crites par les e´quations (2.2) et (2.3).
a ) Elimination de l’acce´le´ration dans les EDP
Une possibilite´ pour re´soudre le proble`me dynamique incompressible consiste a` exprimer
γ de la premie`re e´quation du syste`me, soit :
γ =
1
ρ
div(s−pI) (3.81)
Ensuite, cette dernie`re est remplace´e dans l’e´quation d’incompressibilite´ (1.85), ce qui
fournit :
div(
1
ρ
div(s− pI)) = trace
(
∂v
∂x
∂v
∂x
)
(3.82)
Ce qui s’e´crit aussi :
1
ρ
div(div(s))−∆p = trace
(
∂v
∂x
∂v
∂x
)
(3.83)
Si on conside`re le cas le plus simple du ﬂuide newtonien, ou` s = 2ηε˙ l’e´quation (3.83)
devient :
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∆p =
1
2
1
ρ
div(div(η(grad(v) + (grad(v))t)))− trace
(
∂v
∂x
∂v
∂x
)
(3.84)
Dans la dernie`re e´quation, apparaissent des de´rive´s d’ordre 3. Si une telle re´solution est
envisage´e, appliquant par la suite la me´thode e´le´ments ﬁnis pour l’e´quation (3.84), l’ordre
3 de la de´rivation interdit l’utilisation de fonction line´aires C0.
En eﬀet, la forme inte´grale s’e´crit :
0 = −
∫
Ω
∆p.w∗dω +
∫
Ω
1
2
1
ρ
div(div(η(grad(v) + (grad(v))t)))w∗dω−
∫
Ω
trace
(
∂v
∂x
∂v
∂x
)
w∗dω, ∀w∗
(3.85)
soit apre`s utilisation de la formule Green :
∫
Ω
grad(p).grad(w∗)dω +
∫
Ω
1
ρ
div(ηε˙).grad(w∗)dω −
∫
Ω
trace
(
∂v
∂x
∂v
∂x
)
w∗dω−
−
∫
∂Ωp
grad(p).nw∗dS −
∫
∂Ω
1
ρ
div(ηε˙)nw∗dS, ∀w∗
(3.86)
Les de´rive´es secondes ne pouvant eˆtre e´limine´es, cette formulation demanderait un champ
de vitesse C1, ce que implique des calculs plus complexes.
Il est donc pre´fe´rable de discre´tiser le proble`me e´tudie´, et ensuite seulement de re´soudre
le syste`me re´sultant.
b ) Re´solution implicite en acce´le´ration et pression
La formulation inte´grale du proble`me dynamique s’e´crit avec les relations (1.86).
Le proble`me est discre´tise´ en conside´rant le MINI-e´le´ment et les e´tapes pre´sente´es ante´rieur-
ement, pour la formulation en acce´le´ration/pression (cas viscoplastique), sont suivies pour
retrouver la forme symbolique :


C ′ΓΓΓ + R
′
Γ + D
′
ΓPP = 0
TD′ΓPΓ + EPPP + R
′
P = 0
(3.87)
ou` C ′ΓΓ, D
′
ΓP , EPP , R
′
Γ et R
′
P sont issus des relations (3.33).
Ce dernier syste`me a e´te´ re´solu en Γ et P pour tous les exemples traite´s pre´ce´demment.
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c ) E´limination de l’acce´le´ration apre`s discre´tisation
La matrice de masse C ′ΓΓ est remplace´e par une matrice
LC ′ΓΓ condense´e (”mass lumping”)
qui a une forme diagonale.
Avec cette nouvelle forme pour C ′ΓΓ, l’acce´le´ration Γ se calcule (explicitement) facilement
a` partir de la premie`re e´quation du syste`me (3.87), soit
Γ = − LC ′ΓΓ −1(R′Γ+D′ΓPP ) (3.88)
Ensuite, la formule (3.88) est introduite dans la deuxie`me e´quation du syste`me (3.87) et
on obtient la pression P (implicitement) :
(EPP−T D′ΓP LC ′ΓΓ −1D′ΓP )P = −TD′ΓP LC ′ΓΓ −1R′Γ+R′P (3.89)
La pression P e´tant de´termine´e, l’e´quation (3.88) fournit explicitement l’acce´le´ration Γ.
La me´thode de re´solution pre´sente´e ci-dessus (que l’on note DPE-simpliﬁe´e) nous ame`ne
a` la re´solution d’un syste`me line´aire de Nbnoe inconnues, ou` Nbnoe repre´sente le nombre
de noeuds du maillage.
La re´solution d’un syste`me line´aire de Nbnoe est moins couˆteuse que celle d’un syste`me
line´aire de 3 × Nbnoe inconnues, correspondant a` la formulation DPE, et encore moins
couˆteuse que la re´solution d’un syste`me non line´aire de 3×Nbnoe inconnues, correspondant
a` la formulation DI.
Par la suite, nous pre´sentons une estimation du couˆt de chacune de ces me´thodes : DI,
DPE et DPE-simpliﬁe´e.
3.4.2 Estimation du couˆt des formulations : DI, DPE, DPE-simpliﬁe´e
Les estimations expose´es ci-dessous sont base´es sur les e´tudes eﬀectue´es par Ste´phane
Marie [37] et par Etienne Perchat [48] concernant la re´solution des syste`mes line´aires.
Me´thode directe
On rappelle l’ordre du nombre d’ope´rations ne´cessaire pour une re´solution directe d’un
syste`me a` (d + 1) degre´s de liberte´ par noeud (ou` d est la dimension de l’espace) par une
me´thode de Crout :
– factorisation :
(d + 1)3 ×Nbnoe× lbg2
2
– descente-remonte´e : 2× (d + 1)2 ×Nbnoe× lbg
ou` lbg est la largeur de bande ge´ome´trique du maillage.
Me´thode ite´rative
Les ope´rations ne´cessaire a` chaque ite´ration de la me´thode du re´sidu minimal sont :
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– un produit matrice-vecteur (pour un stockage morse) dont le couˆt est de :
4× (d + 1)2 × v ×Nbnoe
– 4 produits scalaires de couˆt :
4× 2× (d + 1)×Nbnoe
ou` v repre´sente le nombre moyen de voisins d’un noeud du maillage.
On ne´glige les ope´rations duˆes au pre´conditionnement (ne´gligeables pour les pre´conditionne-
ments par blocs diagonaux [37]).
a ) Cas 2D
Ge´ne´ralement, en 2D, on estime que :
lbg ∼ Nbnoe0.5
et
v ∼ 6
Si Nbit est le nombre d’ite´rations ne´cessaires a` la convergence de la me´thode, alors pour
les pre´conditionneurs diagonaux et blocs diagonaux on estime :
Nbit ∼ O(Nbnoe0.75)
• Couˆt de la formulation DI
Re´solution par une me´thode directe
Le couˆt de la me´thode DI en re´solution directe est estime´ [48] a` :
(
18×Nbnoe1.5 + 13.5×Nbnoe2)×NbitNR,
ou` NbitNR repre´sente le nombre d’ite´rations de la me´thode de Newton-Raphson.
Re´solution par une me´thode ite´rative
Le couˆt approximatif de la me´thode DI est :
240×Nbnoe1.75 ×NbitNR
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• Couˆt de la formulation DPE
Re´solution par une me´thode directe
Le couˆt de la me´thode DPE en re´solution directe est de :
18×Nbnoe1.5 + 13.5×Nbnoe2
puisque le syste`me a` re´soudre dans ce cas est line´aire.
Re´solution par une me´thode ite´rative
Le couˆt de la me´thode DPE en re´solution ite´rative est de l’ordre :
240×Nbnoe1.75
• Couˆt de la formulation DPE-simpliﬁe´e
Nous mentionnons que, dans le cas de cette formulation, le syste`me a` re´soudre a unique-
ment 1 degre´ de liberte´ par noeud.
Re´solution par une me´thode directe
Pour la re´solution directe du syste`me re´sultant de la formulation note´e DPE-simpliﬁe´e, le
couˆt est de l’ordre :
4×Nbnoe1.5 + 2×Nbnoe2,
compte tenu du fait que, dans le cas pre´sent, la largeur de bande de la matrice E −T
D LC−1D est le double de celle correspondant au cas DPE au DI.
Re´solution par une me´thode ite´rative
Pour la formulation DPE-simpliﬁe´e, a` chaque ite´ration il est ne´cessaire d’eﬀectuer un
certain nombre d’ope´rations pour faire le passage d’un syste`me en acce´le´ration/pression a`
un syste`me uniquement en pression.
Ainsi,
– pour le calcul du Γ, conforme´ment a` la relation (3.88), le couˆt (correspondant a` un
produit matrice-vecteur DP ) est de :
2×Nbnoe× 6 .
– pour le calcul du produit matrice-vecteur TDΓ, le couˆt estime´ est :
2×Nbnoe× 6 .
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– pour le calcul du produit matrice-vecteur EP on estime un couˆt de :
Nbnoe× 6
Dans ce cas, le couˆt de la me´thode ite´rative est de l’ordre de :
32×Nbnoe .
Avec cette estimation approximative, nous pouvons en de´duire que l’on eﬀectue, par
ite´ration, un nombre d’ope´rations Nbop de :
Nbop = 62×Nbnoe .
En conse´quence, le couˆt total de la me´thode est estime´ a` :
62×Nbnoe×Nbit ∼ 62×Nbnoe1.75 .
• Synthe`se
◦ Quand un solveur direct est utilise´ pour la re´solution du syste`me correspondant au
proble`me me´canique e´tudie´, le couˆt total (en nombre d’ope´rations) pour chacune des for-
mulations DI, DPE et DPE-simpliﬁe´e est pre´sente´ dans le tableau (3.17).
DI (solveur direct) (18×Nbnoe1.5 + 13.5×Nbnoe2)×NbitNR
DPE (solveur direct) 18×Nbnoe1.5 + 13.5×Nbnoe2
DPE-simpliﬁe´e (solveur direct) 4×Nbnoe1.5 + 2×Nbnoe2
Tab. 3.17 – Couˆt des formulations DI, DPE et DPE-simpliﬁe´e en re´solution directe
On remarque un facteur de´pendant de NbitNR entre les formulations implicite et par-
tiellement explicite. Le nombre moyen d’ite´rations de Newton-Raphson par incre´ment est
estime´ a` 3.
◦ Pour le cas d’une re´solution ite´rative, les diﬀe´rents couˆts correspondant a` chaque formu-
lation sont pre´sente´s dans le tableau (3.18).
DI (solveur ite´ratif) 240×Nbnoe1.75 ×NbitNR
DPE ( solveur ite´ratif) 240×Nbnoe1.75
DPE-simpliﬁe´e ( solveur ite´ratif) 62×Nbnoe1.75
Tab. 3.18 – Couˆt des formulations DI, DPE et DPE-simpliﬁe´e en re´solution ite´rative
Un facteur de´pendant de NbitNR est e´galement enregistre´ entre les formulations DI et
DPE. Quant a` la formulation DPE-simpliﬁe´e, elle apportera un gain approximatif d’un
facteur 4×NbitNR par rapport a` la formulation DI.
◦ Les estimations pre´sente´es ci-dessus, ainsi que les travaux eﬀectue´s par Etienne Perchat
[48] montrent que, pour une formulation ﬁxe´e, le passage d’un solveur direct a` un solveur
ite´ratif, en 2D, n’est pas tre`s favorable.
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Par la suite, une e´valuation du gain apporte´ par la formulation DPE-simpliﬁe´e (re´solution
directe, ainsi que re´solution ite´rative) par rapport a` la formulation DI (re´solution directe)
est propose´e.
• Estimation asymptotique
◦ En comparant le couˆt des formulations DPE-simpliﬁe´e et DI en re´solution directe,
pour des maillages de 1000 noeuds a` 10000 noeuds, un facteur de 20 est estime´ pour le
gain en temps de calcul.
◦ Le tableau (3.19) pre´sente les gains en temps de calcul entre l’approche DPE-simpliﬁe´e
en re´solution ite´rative et l’approche DI en re´solution directe.
Nbnoe DI (directe)/DPE-simpliﬁe´e (ite´ratif)
1000 3
2000 4
5000 5
10000 6
Tab. 3.19 – Gain entre l’approche DPE-simpliﬁe´e (re´solution ite´rative) et l’approche DI
(re´solution directe)
Il semble donc qu’en 2D, l’utilisation de la formulation DPE-simpliﬁe´e avec un solveur
direct soit la me´thode la plus rapide.
De ces estimations nous pouvons conclure que l’approche DPE-simpliﬁe´e peut apporter des
gains en temps de calcul assez importants quand les re´solutions implicites et partiellement
explicites sont eﬀectue´es avec le meˆme pas de temps.
En revanche, quand la formulation partiellement explicite DPE-simpliﬁe´e doit utiliser des
pas de temps infe´rieurs a` ceux employe´s par la formulation implicite DI, le gain en temps de
calcul re´sultant de la me´thode propose´e, peut eˆtre re´duit par le grand nombre d’incre´ments.
b ) Cas 3D
En 3D, il apparaˆıt clairement [37], [48] que le passage d’un solveur direct a` un solveur
ite´ratif est plus favorable qu’en 2D.
Si l’on envisage une ge´ne´ralisation de notre travail en 3D, la formulation DPE-simpliﬁe´e
semble alors apporter un gain important en temps de calcul.
Une estimation est pre´sente´e par la suite, en comparant le couˆt de la formulation DPE-
simpliﬁe´e avec le couˆt de la formulation DI, en re´solution ite´rative.
En 3D, on estime que :
v ∼ 12
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et
Nbit ∼ O(Nbnoe0.5) .
• Couˆt de la formulation DI
Le couˆt approximatif de la formulation DI en re´solution ite´rative est de
816×Nbnoe1.5 ×NbitNR .
• Couˆt de la formulation DPE-simpliﬁe´e
Pour la re´solution ite´rative du syste`me re´sultant de la formulation DPE-simpliﬁe´e, le couˆt
par ite´ration est estime´ comme suit :
– pour le passage d’un syste`me en acce´le´ration/pression a` un syste`me en pression :
180×Nbnoe
– pour la re´solution :
60×Nbnoe
Ainsi, le couˆt approximatif total est de l’ordre :
240×Nbnoe×Nbit ∼ 240×Nbnoe1.5
• Estimation du gain en temps de calcul pour une re´solution ite´rative
Nous conside´rons que NbitNR est e´gal a 3. En re´alite´, NbitNR de´pend de plusieurs facteurs
dont nous ne parlons pas ici (par exemple, la diﬃculte´ du cas analyse´, le pre´conditionneur
utilise´). A partir des estimations pre´sente´es ci-dessus, on constate un gain approximatif de
10 (i.e. 3× 3.4) entre les formulations DPE-simpliﬁe´e et DI en re´solution ite´rative.
Selon les e´valuations expose´es pre´ce´demment un gain important peut eˆtre apporte´ e´galement
en 3D par la formulation DPE-simpliﬁe´e par rapport a` la formulation DI lorsque le meˆme
pas de temps est utilise´.
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Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ une alternative pour l’e´tude d’un proble`me dyna-
mique viscoplastique et e´lasto-viscoplastique. Nous proposons une approche axisyme´trique
en acce´le´ration et pression. L’e´quation d’e´quilibre et celle d’incompressibilite´ sont ex-
prime´es en fonction de γ, ce qui repre´sente un des points originaux de notre formula-
tion. Pour la discre´tisation spatiale, le MINI-e´le´ment est introduit dans la formulation
en acce´le´ration. La bulle est e´limine´e de manie`re classique, au niveau de chaque e´le´ment.
Le syste`me re´sultant est line´aire, ce qui e´vite l’utilisation de la me´thode de Newton-
Raphson. Un sche´ma explicite d’ordre 2 est utilise´ pour la re´actualisation des coordonne´es
et des sche´mas explicites d’ordre 1 sont a` la base des re´actualisations des vitesses et des
de´formations e´quivalentes. La matrice de masse est diagonalise´e.
Cette formulation a e´te´ imple´mente´e dans une version du logiciel Forge2©r. Les re´sultats
obtenus pour diﬀe´rents tests (en traction et en compression) sont expose´s et compare´s
avec ceux issus des formulations implicites quasi-statique et dynamiques pre´sente´es dans
le chapitre pre´ce´dent. En ge´ne´ral, une bonne concordance est note´e entre les re´sultats
dynamiques. Les ge´ome´tries ﬁnales diﬀe`rent entre les cas dynamiques et quasi-statiques,
a` cause de l’inertie qui intervient dans les premiers. La conservation du volume est mieux
assure´e par l’approche partiellement explicite (pas de temps plus petits en ge´ne´ral) par
rapport aux formulations implicites QS et DI.
En vu de simpliﬁer notre approche partiellement explicite, une autre me´thode est propose´e
pour la re´solution du syste`me correspondant au proble`me e´tudie´. Ainsi, un syste`me uni-
quement en pression fait l’objet de la re´solution, l’acce´le´ration re´sultant explicitement de
la pression calcule´e. Par cette de´marche, le nombre d’inconnues par noeuds passera de 3 a`
1, ce qui apporterait un gain en temps de calcul lorsque le meˆme pas de temps est utilise´.
Dans le cas contraire, l’utilisations dans la formulation partiellement explicite d’un pas de
temps infe´rieur a` ceux ne´cessaires en implicites entraˆınera un grand nombre d’incre´ment,
ce qui peut estomper le gain en temps de calcul re´sultant de la me´thode propose´e.
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Les objectifs de notre travail ont e´te´, d’une part, l’analyse et le de´veloppement de nouvelles
approches implicites et, d’autre part, l’exploration d’une formulation mixte partiellement
explicite pour la mode´lisation dynamique du forgeage a` chaud.
Dans la premie`re partie, trois formulations dynamiques implicites ont e´te´ propose´es. La
premie`re consiste a` exprimer l’acce´le´ration par un sche´ma aux diﬀe´rences ﬁnies centre´es
sur chaque intervalle de temps [t, t+∆t]. L’utilisation d’un tel sche´ma entraˆıne la re´solution
du proble`me sur le domaine correspondant au temps t+∆t2 , note´ Ω
t+∆t
2 . Cette formulation
s’est ave´re´e complexe (de´rivation de domaine, apparition des nouveaux termes dans l’as-
semblage de la matrice du syste`me). Dans le but de la simpliﬁer, nous avons conside´re´
deux approximations successives. La premie`re concerne le domaine de re´solution qui est
pris maintenant au de´but de l’intervalle. L’inte´reˆt est d’e´viter les de´rive´es de domaine.
La deuxie`me, qui s’ajoute a` la premie`re, porte sur les variables. Celles-ci sont conside´re´es
a` la ﬁn de l’intervalle [t, t + ∆t] et non plus au centre, comme dans les deux premie`res
approches. C’est cette dernie`re approche que nous avons retenue pour l’inte´grer dans une
version du logiciel Forge2. Pour la re´actualisation des coordonne´es, un sche´ma explicite
d’ordre 2 remplace le sche´ma d’ordre 1 pre´existant dans les versions standard du logiciel
Forge2©r. Une correction est apporte´e a` la condition d’incompressibilite´ aﬁn d’obtenir une
meilleure conservation du volume lors des simulations nume´riques.
Les tests re´alise´s sur plusieurs exemples ont montre´ une bonne concordance entre les
re´sultats issus de notre nouvelle version, et ceux issus de la version dynamique standard.
Dans tous les cas, une ame´lioration est constate´e en terme de conservation de volume. En
revanche, la formulation propose´e augmente le temps de calcul de 10% a` 25% , en fonction
de la complexite´ des cas simule´s.
Dans la deuxie`me partie, une approche mixte viscoplastique acce´le´ration/pression (ex-
plicite en vitesse et implicite en pression, dite partiellement explicite) est propose´e et
de´veloppe´e. Dans ce cas, les inconnues e´tant l’acce´le´ration et la pression, le comporte-
ment du mate´riau n’introduit pas de non-line´arite´ comme dans le cas des formulations
mixtes vitesse/pression. Par conse´quent, le syste`me re´sultant du proble`me est line´aire.
Le MINI-e´le´ment de´ja` inte´gre´ dans le logiciel Forge2©r, pour la formulation quasi-statique
vitesse/pression, a e´te´ choisi pour la discre´tisation spatiale. Son application a` une formu-
lation dynamique mixte acce´le´ration/pression est examine´e et imple´mente´e. La matrice
de masse est condense´e. Un sche´ma explicite d’ordre 2 est utilise´ et imple´mente´ pour
la re´actualisation des coordonne´es. La gestion du contact et du frottement des versions
standard de Forge2©r est adapte´e a` la formulation en acce´le´ration.
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Nous avons imple´mente´ cette nouvelle approche dans une version 2D axisymme´trique du
code Forge2. La validation de cette approche a e´te´ eﬀectue´e a` l’aide de la simulation de
plusieurs tests de traction et de compression. Les re´sultats ont e´te´ compare´s avec ceux
issus des versions standards quasi-statique et dynamique du logiciel Forge2©r. Une tre`s
bonne concordance est observe´e. Lorsque le meˆme pas de temps est utilise´ dans la formu-
lation partiellement explicite et dans la formulation dynamique implicite, la formulation
partiellement explicite apporte un gain en temps de calcul d’un peu plus de 20%.
Ainsi, la formulation partiellement explicite que nous proposons permet d’ame´liorer sen-
siblement le traitement de l’incompressibilite´ et de diminuer le temps de calcul. Cette for-
mulation dynamique mixte partiellement explicite acce´le´ration/pression repre´sente donc
une alternative pour la mode´lisation nume´rique du processus de forgeage a` chaud a` grand
vitesse.
Au vu de ces re´sultats, une ge´ne´ralisation de la me´thode au cas e´lasto-viscoplastique a e´te´
e´tudie´e et mise en oeuvre. Les re´sultats obtenus ont e´te´ comparare´s a` ceux des versions
standards de Forge2©r.
Enﬁn, dans le but d’ame´liorer encore le temps de calcul, une simpliﬁcation de la re´solution
du proble`me dynamique en acce´le´ration/pression est explore´e. La cle´ de cette simpliﬁcation
est une re´solution en pression uniquement. L’acce´le´ration est alors calcule´e explicitement
en fonction de la pression. Nos estimations de temps de calcul nous font envisager des
gains de temps de calcul par rapport aux versions standards, d’un facteur 20 en 2D pour
une re´solution directe et d’un facteur 10 en 3D pour une re´solution ite´rative.
Cela ouvre une nouvelle perspective de recherche, a` savoir l’imple´mentation de cette
dernie`re formulation au cas 2D. La ge´ne´ralisation de cette formulation aux cas 3D peut
e´galement eˆtre envisage´e. Dans ce cas, l’utilisation d’un solveur ite´ratif est indique´e. De
plus, l’approche propose´e devrait permettre la paralle´lisation du code.
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Annexe A
Annexe A1 : Calcul de l’ope´rateur B
L’ope´rateur B est obtenu par discre´tisation de la relation (A.1) :
div(vl) = trace(ε˙(vl)) (A.1)
Sachant que les composantes de la vitesse sont discre´tise´es selon :
vli =
Nbnoe∑
n=1
VinNn . (A.2)
(ou` l’indice h est omis pour simpliﬁer les notations)
nous pouvons e´crire :
ε˙(vl)ij =
1
2
(
∂vli
∂xj
+
∂vlj
∂xi
)
=
1
2
[
Nbnoe∑
n=1
(
Vin
∂Nn
∂xj
+ Vjn
∂Nn
∂xi
)]
i = 1, 2 (A.3)
ce qui est e´quivalent a` :
ε˙(vl)ij =
1
2
[
Nbnoe∑
n=1
2∑
k=1
(
∂Nn
∂xj
δikVkn +
∂Nn
∂xi
δjkVkn
)]
=
1
2
[
Nbnoe∑
n=1
2∑
k=1
(
∂Nn
∂xj
δik +
∂Nn
∂xi
δjk
)
Vkn
]
=
Nbnoe∑
n=1
2∑
k=1
[
1
2
(
∂Nn
∂xj
δik +
∂Nn
∂xi
δjk
)]
Vkn
=
Nbnoe∑
n=1
2∑
k=1
BijknVkn
(A.4)
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Annexe A2 : Calcul de l’ope´rateur Bb
L’ope´rateur Bb est obtenu par discre´tisation de la relation (A.5)
div(vb) = trace(ε˙(vb)) (A.5)
et de la discre´tisation de vb,
vb =
Nbel∑
e=1
V be ϕe; (A.6)
nous calculons :
ε˙(vb)ij =
1
2
(
∂vbi
∂xj
+
∂vbj
∂xi
)
=
1
2
[
Nbel∑
e=1
(
V bie
∂ϕe
∂xj
+ V bje
∂ϕe
∂xi
)]
(A.7)
Suivant le raisonnement du calcul pre´ce´dent, nous e´crivons :
ε˙(vb)ij =
1
2
[
Nbel∑
e=1
2∑
k=1
(
∂ϕe
∂xj
δikV
b
ke +
∂ϕe
∂xi
δjkV
b
ke
)]
=
1
2
[
Nbel∑
e=1
2∑
k=1
(
∂ϕe
∂xj
δik +
∂ϕe
∂xi
δjk
)
V bke
]
=
Nbel∑
e=1
2∑
k=1
[
1
2
(
∂ϕe
∂xj
δik +
∂ϕe
∂xi
δjk
)]
V bke
=
Nbel∑
e=1
2∑
k=1
BbijkeV
b
ke
(A.8)
Annexe A3 : Calcul des termes div(γl) et div(γb)
Soit :
ε˙(γl) =
1
2
(grad(γl)+(grad(γl))t) (A.9)
et
ε˙(γb) =
1
2
(grad(γb)+(grad(γb))t) (A.10)
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Comme les acce´le´rations γl et γb sont discre´tise´es de la fac¸on suivante :
γl =
Nbnoe∑
n=1
ΓinNn (A.11)
et
γb =
Nbel∑
e=1
Γbeϕe (A.12)
alors, utilisant le raisonnement des Annexes A1 et A2 nous en de´duisons que les ope´rateurs
B et Bb interviennent e´galement dans les calculs des termes div(γl) et div(γb).
Annexe B : L’e´quation d’incompressibilite´ en acce´le´ration
Nous pre´sentons ci-dessous la de´monstration de la relation (1.85).
La relation d’incompressibilite´ s’e´crit de fac¸on ge´ne´rale sous la forme :
div(v) = 0 (A.13)
Nous nous proposons d’exprimer cette e´quation en fonction de l’acce´le´ration.
Dans ce but, la relation (A.13) est de´rive´e par rapport au temps :
d
dt
(div(v)) = 0 . (A.14)
Le calcul se re´duit a` l’e´valuation du terme suivant :
d
dt
(
∂vi
∂xi
)
. (A.15)
Comme xi de´pend du temps, les ope´rations de de´rivation ne peuvent pas eˆtre interverties.
Alors, la strate´gie de calcul est de conside´rer x0 correspondant a` une conﬁguration ﬁxe´e,
qui ne de´pend donc pas du temps. Il vient :
d
dt
(
∂vi
∂xi
)
=
d
dt
(∑
k
∂vi
∂x0k
∂x0k
∂xi
)
=
∑
k
[
d
dt
(
∂vi
∂x0k
)
∂x0k
∂xi
+
∂vi
∂x0k
d
dt
(
∂x0k
∂xi
)]
=
∂γi
∂xi
+
∑
k
∂vi
∂x0k
d
dt
(
∂x0k
∂xi
)
(A.16)
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Pour le calcul de ddt
(
∂x0k
∂xi
)
, on part de la relation suivante :
∑
l
∂x0k
∂xl
∂xl
∂x0j
= δkj (A.17)
que l’on de´rive par rapport au temps.
Ainsi, nous e´crivons :
0 =
∑
l
[
d
dt
(
∂x0k
∂xl
)
∂xl
∂x0j
+
∂x0k
∂xl
∂vl
∂x0j
]
(A.18)
La dernie`re e´quation est multiplie´e par
∂x0k
∂xm
quel que soit m et on somme selon l’indice
j, ce qui implique :
0 =
∑
l

 d
dt
(
∂x0k
∂xl
)∑
j
∂xl
∂x0j
∂x0j
∂xm

+ ∂x0k
∂xl

∑
j
∂vl
∂x0j
∂x0j
∂xm



 (A.19)
ce qui est e´quivalent a` :
0 =
∑
l
[
d
dt
(
∂x0k
∂xl
)
δlm +
∂x0k
∂xl
∂vl
∂xm
]
(A.20)
Pour l = m, il re´sulte :
d
dt
(
∂x0k
∂xm
)
= −
∑
l
∂x0k
∂xl
∂vl
∂xm
(A.21)
En revenant au calcul du terme
d
dt
(
∂vi
∂xi
)
et utilisant la relation (A.21) pour m = i, il
vient :
d
dt
(
∂vi
∂xi
)
=
∂γi
∂xi
−
∑
k,l
∂vi
∂x0k
∂x0k
∂xl
∂vl
∂xi
=
∂γi
∂xi
−
∑
l
∂vi
∂xl
∂vl
∂xi
(A.22)
Ainsi on obtient que :
d
dt
(div(v)) = div(γ)− trace
(
∂v
∂x
· ∂v
∂x
)
(A.23)
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Annexe C : Correction sur le terme d’incompressibilite´
Pour imposer avec plus de pre´cision l’incompressibilite´ dans la formulation dynamique
implicite pre´sente´e dans le chapitre 2, paragraphe 2.4.4, nous exprimons div(v) a` la ﬁn de
l’incre´ment :
divxt+∆t(v
t+∆t) =
∑ ∂vt+∆t
∂xt+∆t
(A.24)
Les coordonne´es xt+∆t e´tant inconnues, nous e´crivons :
∂vt+∆t
∂xt+∆t
=
∂vt+∆t
∂xt
(
∂xt+∆t
∂xt
)−1
(A.25)
Pour le calcul de
∂xt+∆t
∂xt
l’expression suivante est prise en compte :
xt+∆t = xt +
∆t
2
(
vt + vt+∆t
)
, (A.26)
expression qui correspond au sche´ma d’inte´gration (1.79).
Il vient :
∂xt+∆t
∂xt
= I +
∆t
2
(
∂vt
∂xt
+
∂vt+∆t
∂xt
)
(A.27)
Si le pas de temps ∆t est suﬃsamment petit, une approximation de premier ordre peut
eˆtre faite :
(
I +
∆t
2
(
∂vt
∂xt
+
∂vt+∆t
∂xt
))−1
∼= I − ∆t
2
(
∂vt
∂xt
+
∂vt+∆t
∂xt
)
(A.28)
En utilisant (A.27) et (A.28), la relation (A.25) devient :
∂vt+∆t
∂xt+∆t
=
∂vt+∆t
∂xt
− ∆t
2
∂vt+∆t
∂xt
(
∂vt
∂xt
+
∂vt+∆t
∂xt
)
(A.29)
En appliquant l’ope´rateur trace a` la relation (A.29) nous obtenons :
divxt+∆t(v
t+∆t) = divxt(v
t+∆t)+Cr (A.30)
ou` Cr repre´sente une correction donne´e par l’expression :
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Cr = −∆t2 trace
(
∂vt+∆t
∂xt
∂vt
∂xt
+
∂vt+∆t
∂xt
∂vt+∆t
∂xt
)
(A.31)
Tenant compte du fait que :
vt+∆t = vt+∆tγt+
∆t
2 , (A.32)
pour le calcul de la correction , nous pouvons faire une approximation d’ordre 1 : vt+∆t ∼=
vt, ce qui implique :
Cr = −∆t trace
(
∂vt
∂xt
∂vt
∂xt
)
(A.33)
Annexe D : Calcul des termes concernant l’acce´le´ration discre`te
γ2h
Nous pre´sentons par la suite les de´tails des calculs provenant des e´quations (3.17), (3.18)
et (3.20) du paragraphe 3.2.3.
Terme intervenant dans l’e´quation (3.17)
∫
Ωe
γ2hNndω =
∫
Ωe
V be ϕe grad(ϕe).V
b
e Nndω
=
1
2
V be
(∫
Ωe
grad(ϕ2e)Nndω
)
.V be
=
1
2
V be
(∫
∂Ωe
ϕ2enNndS −
∫
Ωe
ϕ2e grad(Nn)dω
)
.V be .
(A.34)
Compte tenu de la de´ﬁnition de la bulle, la premie`re inte´grale est e´gale a` ze´ro. La deuxie`me
inte´grale peut se calculer facilement. Il vient :
−1
2
V be
∫
Ωe
ϕ2e grad(Nn).V
b
e = −
1
12
V be grad(Nn)V
b
e [Ωe] (A.35)
ou` [Ωe] repre´sente la surface du domaine Ωe.
Nous obtenons alors :
∫
Ωe
γ2hNndω = −
1
12
V be grad(Nn)V
b
e [Ωe] (A.36)
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Terme intervenant dans l’e´quation (3.18)
Nous e´valuons maintenant :
∫
Ωe
γ2hϕedω = V
b
e
(∫
Ωe
grad(ϕe)ϕ2edω
)
.V be
=
1
3
V be
(∫
Ωe
grad(ϕ3e)dω
)
.V be
=
1
3
V be
(∫
∂Ωe
ϕ3en dS
)
.V be .
(A.37)
Cette dernie`re inte´grale est nulle par de´ﬁnition de la bulle. Nous en de´duisons :
∫
Ωe
γ2hϕedω = 0 . (A.38)
Terme intervenant dans l’e´quation (3.20)
La dernie`re inte´grale de (3.20) peut se calculer comme suit :
∫
Ωe
div(γ2h)Nmdω =
∫
Ωe
div
(
V be ϕe grad(ϕe).V
b
e
)
Nmdω
=
∫
∂Ωe
(
V be grad(ϕe)ϕe .V
b
e
)
.nNmdS
−
∫
Ωe
V be .ϕe grad(ϕe).V
b
e grad(Nm)dω
= −grad(Nm).V be
(∫
Ωe
ϕegrad(ϕe)dω
)
.V be
= −1
2
grad(Nm).V be
(∫
Ωe
grad(ϕ2e)dω
)
.V be
= −1
2
grad(Nm).V be
(∫
∂Ωe
ϕ2en dS
)
.V be .
(A.39)
En utilisant e´galement la de´ﬁnition de la bulle on en de´duit que :
∫
Ωe
div(γ2h)Nmdω = 0 . (A.40)
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Annexe E : Construction du syste`me line´aire ge´ne´ral
Nous avons expose´ dans le chapitre 3 les principales caracte´ristiques de la formulation par-
tiellement explicite propose´e. L’objet de cette annexe est de justiﬁer les calculs ne´cessaires
pour obtenir la forme matricielle (3.30) a` partir du syste`me (3.15).
Calculs des diverses composantes de la matrice de masse
Pour simpliﬁer les notations, l’indice h sera omis, nous e´crivons donc γ, v et p au lieu de
γh, vh et ph respectivement.
La matrice de masse C comporte trois types de termes :
– terme en γl et vl∗,
– terme en γb et vl∗, ainsi que le terme e´quivalent en γl et vb∗,
– terme en γb et vb∗
Terme en γl et vl∗
Le premier terme de la matrice de masse correspond a` :
∫
Ω
ργliv
l∗
j δijdω =
∫
Ω
ρ
(
Nbnoe∑
n=1
ΓinNn
)(
δij
Nbnoe∑
m=1
V ∗jmNm
)
dω, ∀m, j (A.41)
ce qui nous conduit a` :
Nbnoe∑
n=1
2∑
i=1
(
δij
∫
Ω
ρNnNmdω
)
Γin =
Nbnoe∑
n=1
2∑
i=1
(CΓΓ)jmin.Γin (A.42)
ou` i et j sont les indices correspondant aux composantes du vecteur vitesse ou acce´le´ration.
Localement, pour chaque e´le´ment Ωe, la matrice de masse a la forme suivante :
(CΓΓ)ejmin = δij
∫
Ωe
ρN emN
e
ndω (A.43)
Termes en γb et vl∗, et en γl et vb∗,
• Une autre composante de la matrice de masse est de´termine´e par le terme :
∫
Ω
ργbi v
l∗
j δijdω =
∫
Ω
ρ
(
Nbel∑
e=1
Γbieϕe
)(
δij
Nbnoe∑
m=1
V ∗jmNm
)
dω, ∀m, j (A.44)
ce qui conduit a` :
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Nbel∑
e=1
2∑
i=1
(
δij
∫
Ω
ρϕeNmdω
)
Γbie =
Nbel∑
e=1
2∑
i=1
(CΓb)jmie.Γbie (A.45)
Alors, les composantes de cette matrice ont localement la forme suivante :
(CΓb)ejmie = δij
∫
Ωe
ρϕeN
e
mdω (A.46)
• Ensuite, une autre composante de la matrice de masse est e´value´e, a` partir du premier
terme de la deuxie`me e´quation du syste`me (3.15).
∫
Ω
ργliv
b∗
j δijdω =
∫
Ω
ρ
(
Nbnoe∑
n=1
ΓinNn
)(
δij
Nbel∑
e=1
V b∗je ϕe
)
dω, ∀e, j (A.47)
ce qui donne :
Nbnoe∑
n=1
2∑
i=1
(
δij
∫
Ω
ρNnϕe dω
)
Γin =
Nbnoe∑
n=1
2∑
i=1
(CbΓ)jeinΓin (A.48)
Ce qui nous inte´resse est, alors, la composante locale :
(CbΓ)ejein = δij
∫
Ω
ρN enϕe dω (A.49)
qui est la transpose´e de la matrice (CΓb)e pre´sente´e juste avant.
Terme en γb et vb∗
Une dernie`re contribution a` la matrice de masse est :
∫
Ω
ργbi v
b∗
j δijdω =
∫
Ω
(
Nbel∑
e=1
ϕeΓbie
)(
δij
Nbel∑
e′=1
V b∗je′ϕe′
)
dω, ∀e′, j (A.50)
et, ensuite, nous obtenons :
Nbel∑
e=1
2∑
i=1
(
δij
∫
Ω
ρϕeϕe′
)
Γie =
Nbel∑
e=1
2∑
i=1
(Cbb)je′ieΓbie (A.51)
Ce calcul nous conduit, sur chaque e´le´ment, au re´sultat suivant :
(Cbb)ejeie = δij
∫
Ωe
ρϕ2edω (A.52)
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Calcul des termes lie´s a` la pression
• Le terme de la premie`re e´quation du syste`me (3.15), correspondant a` la pression, nous
conduit a` :
∫
Ω
p.div(vl∗)dω =
Nbnoe∑
n=1
2∑
i=1
∫
Ω
(
Nbnoe∑
m=1
PmNm
)(
2∑
k=1
Bkkin
)
V ∗indω (A.53)
ce qui implique :
Nbnoe∑
m=1
[∫
Ω
(
2∑
k=1
Bkkin
)
Nmdω
]
Pm =
Nbnoe∑
m=1
(DΓp)inm.Pm (A.54)
l’ope´rateur B e´tant de´ﬁni en Annexe A1.
De cette fac¸on on obtient localement :
(DΓp)einm =
∫
Ωe
2∑
k=1
BekkinN
e
mdω . (A.55)
• Ensuite, utilisant l’Annexe A2, on e´value le terme en pression provenant de la deuxie`me
e´quation du syste`me (3.15) :
∫
Ω
p.div(vb∗)dω (A.56)
ce qui donne :
Nbel∑
e=1
2∑
i=1
∫
Ω
(
Nbnoe∑
m=1
PmNm
)(
2∑
k=1
Bbkkie
)
V be dω . (A.57)
Il vient :
Nbnoe∑
m=1
[∫
Ω
Nm
(
2∑
k=1
Bbkkie
)
dω
]
Pm =
Nbnoe∑
m=1
(Dbp)iemPm (A.58)
Le re´sultat est alors :
(Dbp)eiem =
∫
Ωe
Nm
(
2∑
k=1
Bbekkie
)
dω , (A.59)
136
Annexes
sur chaque e´le´ment
• En utilisant l’Annexe A3 nous allons de´duire un autre terme lie´ a` la pression.
∫
Ω
div(γl).p∗dω =
Nbnoe∑
m=1
2∑
i=1
Nbnoe∑
n=1
∫
Ω
(
2∑
k=1
BkkinΓin
)
NmP
∗
mdω . (A.60)
On en de´duit alors :
Nbnoe∑
n=1
2∑
i=1
(∫
Ω
2∑
k=1
BkkinNmdω
)
Γin =
Nbnoe∑
n=1
2∑
i=1
(DpΓ)min.Γin (A.61)
qui implique, localement :
(DpΓ)em in =
∫
Ωe
(
2∑
k=1
Bekkin)N
e
mdω (A.62)
En tenant compte de la notation ante´rieure pour D, on observe que : TDΓp = DpΓ
• Pour de´velopper le terme
∫
Ω
div(γb).p∗dω l’Annexe A3 est utilise´e. Ainsi :
∫
Ω
div(γb).p∗dω =
∫
Ω
Nbnoe∑
m=1
2∑
i=1
(
Nbel∑
e=1
2∑
k=1
BbiikeΓ
b
ke
)
NmP
∗
m dω (A.63)
nous conduit a` :
Nbel∑
e=1
2∑
k=1
(∫
Ω
2∑
i=1
BbiikeNmdω
)
Γbke =
Nbel∑
e=1
2∑
k=1
(Dpb)mkeΓke (A.64)
Cette dernie`re relation implique, sur chaque e´le´ment :
(Dpb)emke =
∫
Ω
2∑
i=1
BbeiikeN
e
mdω (A.65)
Calcul des contributions du second membre
Les termes de frottement et de comportement
• Les contributions du frottement et du comportement de la forme
∫
∂Ωc
τi(v)vl∗i dS −
∫
Ω
sjk(v)ε˙jk(v∗)dω, ∀v∗ (A.66)
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nous conduisent au second membre
(−RΓ)im =
∫
∂Ωc
τi(v)NmdS −
∫
Ω
sjk(v)Bjkimdω . (A.67)
• Ensuite, les termes de la deuxie`me e´quation du syste`me (3.15)
∫
∂Ωc
τi(v).vb∗i dS −
∫
Ω
sjk(v) : ε˙jk(vb∗)dω, ∀vb∗ (A.68)
donnent le second membre :
(−Rb)ie = −
∫
Ω
sjk(v)Bbjkiedω . (A.69)
Pour ces deux composantes du second membre nous tenons compte du fait que les termes :
−
∫
Ω
2K(
√
3ε˙(vl + vb))m−1ε˙(vb) : ε˙(vl∗)dω (A.70)
et
−
∫
Ω
2K(
√
3ε˙(vl + vb))m−1ε˙(vl) : ε˙(vb∗)dω (A.71)
sont ne´glige´s conforme´ment au paragraphe 3.2.4.
La contribution de l’e´quation d’incompressibilite´
Les termes provenant de l’e´quation d’incompressibilite´ du syste`me (3.15)
∫
Ω
tr
(
∂(vl + vb)
∂x
· ∂(v
l + vb)
∂x
)
.p∗dω, ∀p∗ (A.72)
ge´ne`rent le second membre suivant :
(−RP )m =
∫
Ω
tr
(
∂vl
∂x
· ∂v
l
∂x
)
Nmdω (A.73)
en conside´rant l’approximation faite dans le paragraphe 3.2.4, b ).
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De´tails de programmation
Ci-dessus nous avons pre´sente´ les composantes de la matrice et du second membre du
syste`me line´aire a` re´soudre. Le calcul de ces composantes est d’abord eﬀectue´ au niveau
de chaque e´le´ment (triangulaire) et ensuite un assemblage est re´alise´ aﬁn d’obtenir la
matrice et le second membre globaux du proble`me.
En revenant sur le calcul local, quelques de´tails sont pre´sente´s par la suite concernant les
termes lie´s a` la bulle. Prenons comme exemple l’e´valuation des composantes de type CΓb
(e´quation (A.46)), toutes les autres s’appuyant sur le meˆme raisonnement.
Alors, pour le calcul de
∫
Ωe
ρϕeN
e
mdω la de´ﬁnition de la fonction de forme de la bulle est
applique´e. Ainsi, dans le cadre axisymme´trique nous e´crivons :
∫
Ωe
ρϕeN
e
mdω = 2π
3∑
i=1
∫
STi
ρϕSTie N
e
m r drdz (A.74)
ou` {STi, i = 1, 2, 3} est l’ensemble des sous-triangles de l’e´le´ment Ωe.
Il faut donc calculer, sur chaque sous-triangle, l’inte´grale
∫
STi
ρϕSTie N
e
mr drdz, ou` Nm
repre´sente la fonction de base correspondant au noeud m (©1 ,©2 , ou ©3 ) du triangle
courant Ωe (ﬁgure (A.1)).
Fig. A.1 – De´ﬁnition des sous-triangles
On utilise une nume´rotation locale au sous-triangle en re´servant le nume´ro 3 pour la bulle.
Une correspondance entre chaque sous-triangle ST et le triangle de re´fe´rence nous permet
d’obtenir les sous-fonctions de base N1, N2, N3 ( ﬁgure (A.1)).
Pour le calcul de l’inte´grale conside´re´e nous avons besoin de la fonction de forme ϕSTie ,
ainsi que les fonctions N©1 , N©2 , N©3 de´ﬁnies dans le grand triangle (i.e. dans l’e´le´ment)
en fonction de N1, N2, N3.
Comme N3 correspond a` la bulle et vaut 1 au centre de l’e´le´ment(i.e. dans le troisie`me
noeud du ST1) et N©1 est e´gal a` 1 dans le noeud ©1 et 13 au centre de l’e´le´ment, nous
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obtenons :
N©1 =
1
3
N3. (A.75)
Pour le calcul de N©2 il faut tenir compte de la contribution de N3, mais aussi de celle de
N1, ainsi
N©2 =
1
3
N3 +N1 (A.76)
De la meˆme fac¸on nous e´valuons :
N©3 =
1
3
N3 +N2 (A.77)
Ce raisonnement est utilise´ pour calculer tous les termes concernant la bulle expose´s au-
paravant.
Exemple
Revenons au calcul d’un terme de type
∫
Ωe
ρϕeN
e
mdω. Si m = ©1, alors, a` partir de
l’e´quation (A.74) nous e´crivons :
∫
Ωe
ρϕeN
e
©1 dω = 2π
3∑
i=1
∫
STi
ρϕSTie N
e
©1 r drdz
= 2πρ
∫
ST1
1
3
N23 r drdz + 2πρ
∫
ST2
N3
(
1
3
N3 + N2
)
r drdz
= +2πρ
∫
ST3
N3
(
1
3
N3 + N1
)
r drdz
(A.78)
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Re´sume´
Ce travail apporte une contribution a` la mode´lisation nume´rique du forgeage a` chaud a` grande
vitesse. Dans ce cadre, une formulation dynamique partiellement explicite en acce´le´ration/pression
est propose´e. Tout d’abord, plusieurs formulations implicites vitesse/pression (quasi-statique et
dynamique) sont pre´sente´es et discute´es. Leur solution est conside´re´e comme re´fe´rence par la suite.
La formulation dynamique partiellement explicite est ensuite pre´sente´e dans le contexte viscoplas-
tique. La vitesse courante e´tant suppose´e connue, le traitement du comportement non-line´aire du
mate´riau est e´vite´. Ainsi, le syste`me associe´ au proble`me est line´aire. La discre´tisation e´le´ments
ﬁnis est base´e sur le mini-e´le´ment P1 + /P1. Son application a` une approche dynamique mixte
acce´le´ration/pression est examine´e et quelques approximations sont eﬀectue´es aﬁn de simpliﬁer
la formulation. Cette nouvelle approche a e´te´ imple´mente´e avec succe`s dans une version du code
FORGE2. Des comparaisons avec les approches implicites de re´fe´rence ont e´te´ re´alise´es pour des
tests de traction et de compression et prouvent la pertinence de notre approche. Une ame´lioration
concernant la perte de volume est constate´e. De plus, une re´duction du CPU d’au moins 20% est
obtenue lorsque le meˆme pas de temps est utilise´ dans les cas implicite et partiellement explicite. La
proce´dure est ge´ne´ralise´e au cas e´lasto-viscoplastique. Aﬁn de simpliﬁer la re´solution du proble`me,
une nouvelle strate´gie est explore´e. Elle consiste a` re´soudre un syste`me line´aire uniquement en
pression. L’acce´le´ration est calcule´e ensuite explicitement en fonction de la pression. Les estima-
tions re´alise´es nous font envisager des gains signiﬁcatifs de temps de calcul en 2D et en 3D. La
formulation partiellement explicite propose´e repre´sente donc une alternative pour la simulation du
forgeage a` chaud.
MOTS CLE´S : e´le´ments ﬁnis, formulation implicite, formulation partiellement explicite, compor-
tement viscoplastique, comportement e´lasto-viscoplastique, Mini-e´le´ment
The application of a velocity explicit formulation to the forging modelling
Abstract
The present work is a contribution to the numerical modelling of high velocity hot forging processes.
In this framework, a dynamic partly-explicit acceleration/pressure formulation is investigated. First
of all, some velocity/pressure implicit formulations (quasi-static and dynamic) are presented and
analysed in order to obtain a reference formulation for the partly-explicit formulation we propose.
Second, the dynamic partly-explicit formulation is presented in a viscoplastic context. As the
current velocity is supposed to be known, we do not have to deal with the non-linear feature of the
material. Consequently, the system coresponding to our problem is linear. The mixed ﬁnite element
discretisation is based on a simple triangular mini-element P1+/P1. Analysis concerning the bubble
properties and its inﬂuences on the equation system were realized and some approximations were
done in order to simplify the formulation. This new dynamic formulation has been successfully
implemented in a version of the code FORGE2. Comparisons with implicit approaches, considered
as references, have been performed for some numerical examples. This proves the relevance of our
approach. An improvement concerning the volume loss is noted for the new procedure. Furthermore,
a CPU time reduction of at least 20% is obtained, when the same time step is considered for the
implicit simulations as well as for the partly-explicit simulations. The procedure is then extended to
the elastic viscoplastic case. In order to simplify the problem resolution, a new strategy is exposed
and analysed. It consists in solving a linear system with the pressure as a single unknown and
then obtaining explicitly the acceleration as a pressure function. The estimations realised show
that this technique would reduce signiﬁcantely the computational time in 2D as well as in 3D. The
partly-explicit dynamic formulation proposed could consequently be considered as an attractive
alternative for the hot forging simulation.
KEYWORDS : ﬁnite element, implicit formulation, partly-explicit formulation, viscoplastic be-
haviour, elastic viscoplastic behaviour, Mini-element
